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			Εισαγωγή

			Η Επιχειρησιακή Έρευνα (Operational ή Operations Research) είναι ο κλάδος της επιστήμης με αντικείμενο την εύρεση βέλτιστων λύσεων για τη λήψη αποφάσεων σε προβλήματα όπου απαιτείται αποτελεσματική κατανομή των διαθέσιμων αλλά πάντα περιορισμένων πόρων. Ο Γραμμικός Προγραμματισμός (Linear Programming) αποτελεί μια ειδική κατηγορία μεθοδολογίας της Επιχειρησιακής Έρευνας και αναφέρεται ως η τεχνική βελτιστοποίησης με απώτερο σκοπό την εύρεση των βέλτιστων λύσεων σε ένα μαθηματικό υπόδειγμα.

			Ο Γραμμικός Προγραμματισμός, ως επέκταση της γραμμικής άλγεβρας, είναι μια μαθηματική τεχνική για την εύρεση βέλτιστων λύσεων σε προβλήματα τα οποία μπορούν να εκφραστούν με τη χρήση γραμμικών εξισώσεων και ανισοτήτων. Υποθέτοντας πως στον πραγματικό κόσμο κάθε πρόβλημα μπορεί να αντιπροσωπευτεί με ακρίβεια από τις μαθηματικές εξισώσεις ενός γραμμικού συστήματος, η συγκεκριμένη μέθοδος θα προσδιορίσει την βέλτιστη λύση στο πρόβλημα αυτό. Φυσικά, ορισμένα σύνθετα προβλήματα του πραγματικού κόσμου ενδέχεται να αναπαρίστανται με σχετικά μεγαλύτερη ακρίβεια μέσω ενός συνόλου γραμμικών συναρτήσεων αλλά παρόλα αυτά η λύση που προκύπτει να μην είναι σε καμία περίπτωση η βέλτιστη. Ωστόσο, ο Γραμμικός Προγραμματισμός μπορεί να παρέχει λογικές και ρεαλιστικές αναπαραστάσεις πολλών προβλημάτων του πραγματικού κόσμου με βάση μια σειρά υποθέσεων που υιοθετούνται κατά την διαδικασία εξειδίκευσης του μαθηματικού υποδείγματος του προβλήματος.

			Η ανάγκη εκπόνησης ενός συγγράμματος Επιχειρησιακής Έρευνας το οποίο να είναι προσανατολισμένο τόσο στην θεωρία και τις μεθόδους του Γραμμικού Προγραμματισμού όσο και να συνοδεύεται από τις απαραίτητες εφαρμογές και μάλιστα χρησιμοποιώντας ένα λογισμικό ανοικτής πρόσβασης όπως το Λογισμικό Ανοικτού Κώδικα R ώστε να γεφυρωθεί το χάσμα μεταξύ των δύο, υπήρξε παραπάνω από επιτακτική και αναγκαία αναφορικά με τρόπο διδασκαλίας των σύγχρονων Οικονομικών καθώς και των εμπειρικών τους εργαλείων κατά την διάρκεια των τελευταίων χρόνων. Επιπρόσθετα, με την πάροδο του χρόνου, οι φοιτητές φαίνεται πως “εξαντλούνται” από τον όγκο πληροφόρησης που λαμβάνουν χωρίς την απαραίτητη συνοδεία εφαρμογής της διδαχθείσας θεωρίας σε προβλήματα του πραγματικού κόσμου με την χρήση εστιασμένων εφαρμογών, με αποτέλεσμα ο διδάσκων να αντιμετωπίζει δυσκολίες να μεταλαμπαδεύσει τις απαραίτητες γνώσεις στους νέους επιστήμονες και μελλοντικούς ακαδημαϊκούς πολίτες.

			Αναλογιζόμενοι τα παραπάνω, η ύλη που πρόκειται να παρουσιαστεί, θεωρούμε πως καλύπτει τόσο σε θεωρητικό όσο και πρακτικό επίπεδο βασικές γνώσεις που πρέπει να κατέχουν οι προπτυχιακοί φοιτητές τμημάτων Οικονομικών Επιστημών και Οργάνωσης και Διοίκησης Επιχειρήσεων. Η ύλη που περιέχεται στο συγκεκριμένο σύγγραμμα αναπτύσσεται σε εννέα κεφάλαια τα οποία αποτελούν τον βασικό κορμό διδασκαλίας του μαθήματος. 

			Πιο συγκεκριμένα, στο Κεφάλαιο 1 μεθοδεύεται η σύνδεση της προσέγγισης της Επιχειρησιακής Έρευνας τόσο με την Οικονομική Επιστήμη στο σύνολο της αλλά και με το βασικό εμπειρικό της εργαλείο, την Οικονομετρία. Στο Κεφάλαιο 2 παρουσιάζεται αναλυτικά η Γραφική Επίλυση προβλημάτων γραμμικού προγραμματισμού με δύο μεταβλητές απόφασης και σκιαγραφείται η ανάλυση ευαισθησίας συνεπικουρούμενη τόσο από το λογισμικό απεικόνισης μαθηματικών συναρτήσεων Graph όσο και από το Λογισμικό Ανοικτού Κώδικα R. Tο Κεφάλαιο 3 εισάγει σε θεωρητικό επίπεδο την Μέθοδο Simplex ενώ το Κεφάλαιο 4 παρουσιάζει λεπτομερώς την επίλυση προβλημάτων Γραμμικού Προγραμματισμού χρησιμοποιώντας το Λογισμικό Ανοικτού Κώδικα R. Το Κεφάλαιο 5 ασχολείται με το ιδιαίτερα σημαντικό για την Οικονομική Επιστήμη θέμα του δυϊσμού ενώ το Κεφάλαιο 6 αναδεικνύει τη λειτουργικότητα του λογισμικού R για την ανάλυση ευαισθησίας των παραμέτρων του μαθηματικού υποδείγματος. Τα Κεφάλαια 7 και 8 παρουσιάζουν με απλό και κατανοητό τρόπο τις θεματικές του Προβλήματος της Μεταφοράς και του Ακεραίου Προγραμματισμού με ανάλογα παραδείγματα και λύσεις με το λογισμικό R, αντίστοιχα. Τέλος, το Κεφάλαιο  9 αποτελεί την ιδιαίτερη και καινοτόμο συνεισφορά του παρόντος συγγράμματος με την παρουσίαση και περιγραφή της Ανάλυσης Περιβάλλουσας Δεδομένων (Data Envelopment Analysis) η οποία βασίζεται στην εξειδίκευση ενός μαθηματικού υποδείγματος το οποίο στην συνέχεια επιλύεται χρησιμοποιώντας τις μεθόδους του Γραμμικού Προγραμματισμού και σκοπό έχει την εκτίμηση της παραγωγικής αποτελεσματικότητας των μονάδων λήψης απόφασης ενώ ταυτόχρονα παρουσιάζεται με αναλυτικό τρόπο η επίλυση τέτοιων πολύπλοκων προβλημάτων μέσω του λογισμικού R.

			Στο συγκεκριμένο σύγγραμμα, παρουσιάζονται με μαθηματική αυστηρότητα και επάρκεια αποδείξεις θεωρημάτων που αντιστοιχούν σε βασικά μέρη της θεωρίας του Γραμμικού Προγραμματισμού (π.χ. Μέθοδος Simplex) χωρίς όμως κάτι τέτοιο να αποτελεί τροχοπέδη στην συνεισφορά του στην ακαδημαϊκή κοινότητα καθώς η συνεισφορά του έγκειται στην ανάδειξη δύο επιπλέον και ιδιαιτέρως σημαντικών για τους συγγραφείς στοιχείων που πρέπει να συνοδεύουν κάθε σύγχρονο εγχειρίδιο πανεπιστημιακού επιπέδου.  Το πρώτο, αφορά στο γεγονός πως σε κάθε κεφάλαιο γίνεται σημαντική προσπάθεια ώστε να εφοδιαστεί ο ενδιαφερόμενος αναγνώστης με τα απαραίτητα στοιχεία της θεωρίας και να υπογραμμιστεί η συνάφεια της με τα εμπειρικά προβλήματα που ο σύγχρονος οικονομολόγος καλείται να επιλύσει. Κάτι τέτοιο επιτυγχάνεται μέσω της αναλυτικής παρουσίασης παραδειγμάτων από των χώρο της Οικονομικής Επιστήμης. Το δεύτερο, έγκειται τόσο στην προσπάθεια της μεταλαμπάδευσης και κλιμάκωσης του οικονομικού τρόπου σκέψης στην ανάλυση προβλημάτων όσο και στην επίλυσή τους μέσω εμπειρικών εργαλείων έρευνας και ανάλυσης όπως το Λογισμικό Ανοικτού Κώδικα R. 

			Το σύγγραμμα αυτό είναι αποτέλεσμα τετραετούς διδασκαλίας στο Τμήμα Οικονομικών Επιστημών του Πανεπιστημίου Πατρών και απευθύνεται κυρίως σε προπτυχιακούς φοιτητές των ΑΕΙ και ΤΕΙ. Ελπίζουμε και ευχόμαστε το παρόν σύγγραμμα να φανεί χρήσιμο σε όλο το φάσμα των επιστημών που αντιμετωπίζουν ερευνητικά ερωτήματα τα οποία μπορούν να εξειδικευτούν, να μελετηθούν, να αναλυθούν και να επιλυθούν χρησιμοποιώντας τις μεθοδολογίες και τις τεχνικές του Γραμμικού Προγραμματισμού.

		

	
		
			ΚΕΦΑΛΑΙΟ ΠΡΩΤΟ: Εισαγωγή στην Επιχειρησιακή Έρευνα

			Σύνοψη 

			Στο Κεφάλαιο 1 γίνεται μια σύντομη παρουσίαση σχετικά με το αντικείμενο της Επιχειρησιακής Έρευνας και πιο συγκεκριμένα, σχετικά με αυτό του Γραμμικού Προγραμματισμού. Επίσης, Σκιαγραφείται η σχέση της με την Οικονομετρία και παρουσιάζεται η αναπτυξή του κλάδου στη σύγχρονη ψηφιακή εποχή.

			1.1 Πώς ξεκίνησε ο κλάδος που λέγεται Επιχειρησιακή Έρευνα και γιατί ονομάστηκε έτσι;

			Κατά την διάρκεια του Β’ Παγκοσμίου Πολέμου ζητήθηκε σε επιστήμονες και μηχανικούς να αναλύσουν διάφορα στρατιωτικού τύπου προβλήματα όπως για παράδειγμα να αναπτύξουν αποτελεσματικές μεθόδους ώστε να χρησιμοποιήσουν ραντάρ τα οποία είχαν ανακαλυφθεί εκείνη την εποχή, να διαχειριστούν καλύτερα τις νηοπομπές και τα υποβρύχια, να διαχειριστούν τις επιθέσεις με βόμβες και γενικά να βελτιστοποιήσουν τις στρατιωτικές επιχειρήσεις. Έτσι λοιπόν, οι εφαρμογές των μαθηματικών και των επιστημονικών μεθόδων στις στρατιωτικές επιχειρήσεις ονομάστηκαν Επιχειρησιακή Έρευνα (Operations Research, OR). 

			Ο όρος Επιχειρησιακή Έρευνα, ή όπως συχνά πλέον αναφέρεται Διοικητική Επιστήμη (Management Science), περιλαμβάνει την επιστημονική προσέγγιση στην λήψη αποφάσεων η οποία επιδιώκει να καθορίσει τον καλύτερο δυνατό σχεδιασμό και να συντονίσει ένα σύστημα (συνήθως) υπό συνθήκες που απαιτούν την κατανομή σπάνιων παραγωγικών πόρων. Μάλιστα, μετά τον Β’ Παγκόσμιο Πόλεμο καθιερώθηκε ως νέο επιστημονικό πεδίο και αναπτύχθηκε ραγδαία κυρίως στις Ηνωμένες Πολιτείες της Αμερικής ενώ κατά την διάρκεια των δεκαετιών των 1950 και 1960 αναπτύχθηκαν οι περισσότεροι αλγόριθμοι και μέθοδοι που χρησιμοποιούνται ακόμα και σήμερα. 

			Η μεθοδολογία της Επιχειρησιακής Έρευνας εφαρμόζεται σε προβλήματα που αφορούν το πώς να διεξάγεις και να συντονίσεις επιχειρήσεις (δηλαδή δραστηριότητες) εντός οργανισμών. Πιο συγκεκριμένα, οι μεταβολές στο οικονομικό και επιχειρησιακό περιβάλλον, η αύξηση της πολυπλοκότητας, της μεταβλητότητας καθώς και της αλληλεξάρτησης των διαφόρων φαινομένων σε συνδυασμό με την ανάγκη υποστήριξης και σφαιρικής προσέγγισης των προβλημάτων με σκοπό τη συστηματική ανάλυση και την αποτελεσματική λήψη αποφάσεων συνέβαλλαν στην καθιέρωση της Επιχειρησιακής Έρευνας ως ένα απαραίτητο εργαλείο. Η φύση του εκάστοτε προβλήματος είναι ουσιαστικά αδιάφορη, καθώς η Επιχειρησιακή Έρευνα έχει εφαρμοστεί εκτενώς σε ποικίλους κλάδους όπως για παράδειγμα στη  Μεταποίηση, στον κλάδο των Μεταφορών, στις Τηλεπικοινωνίες, στον Χρηματοοικονομικό σχεδιασμό, στις Δημόσιες Υπηρεσίες, στην Υγεία, στις Στρατιωτικές Επιχειρήσεις.

			Σχετικά με τον δεύτερο όρο του ονόματος Επιχειρησιακή Έρευνα, ήτοι τον όρο Έρευνα, σημαίνει πως, προκειμένου να διερευνηθεί το πρόβλημα για το οποίο χρειαζόμαστε λύση, χρησιμοποιούνται επιστημονικές μέθοδοι. Η διαδικασία ξεκινάει δίνοντας ιδιαίτερη προσοχή στο να παρατηρήσουμε και να σχηματίσουμε το πρόβλημα καθώς και να συλλέξουμε τα απαραίτητα δεδομένα. Το επόμενο βήμα είναι να σχηματίσουμε ένα επιστημονικό (συνήθως μαθηματικό) υπόδειγμα το οποίο σκοπό έχει να αφαιρέσει/περιορίσει την πολυπλοκότητα του πραγματικού κόσμου προκειμένου να λύσουμε το πρόβλημα που έχουμε σχηματίσει. Στην συνέχεια υποθέτουμε ότι το πρόβλημα είναι μια επαρκώς ακριβής αναπαράσταση των ουσιωδών χαρακτηριστικών της κατάστασης, η οποία μας επιτρέπει να καταλήξουμε σε συμπεράσματα (λύσεις) από αυτό το υπόδειγμα τα οποία θα είναι έγκυρα και για το πρόβλημα του πραγματικού κόσμου. Έπειτα, διεξάγονται κατάλληλα πειράματα προκειμένου να ελέγξουμε αυτή την υπόθεση (περί αντιπροσωπευτικής αναπαράστασης του πραγματικού προβλήματος) και να την προσαρμόσουμε όπου χρειάζεται και τελικά να επιβεβαιώσουμε κάποιες από τις υποθέσεις του υποδείγματος (αυτό το βήμα συχνά αναφέρεται ως επικύρωση του υποδείγματος). Επιπρόσθετα, η Επιχειρησιακή Έρευνα ασχολείται και με την πρακτική εφαρμογή της διοίκησης του οργανισμού. Έτσι, για να επιτύχει τον σκοπό της η Επιχειρησιακή Έρευνα θα πρέπει να παρέχει θετικά και κατανοητά συμπεράσματα στον λήπτη αποφάσεων όποτε αυτά χρειάζονται.

			Ένα επιπλέον χαρακτηριστικό είναι πως συχνά η Επιχειρησιακή Έρευνα προσπαθεί να βρει την καλύτερη λύση (αναφέρεται και ως βέλτιστη λύση) για το πρόβλημα στο οποίο καλείται να προσφέρει λύση (ενδεχομένως να υπάρχουν πολλαπλές «καλύτερες» λύσεις, όπου σε μια τέτοια περίπτωση επιλέγουμε μία εξ αυτών). Ο σκοπός της Επιχειρησιακής Έρευνας είναι κάτι παραπάνω από το να βελτιώσει την παρούσα κατάσταση και εντοπίζεται στο να αναγνωρίσει τo καλύτερο δυνατό πλάνο δράσης. Η αναζήτηση του βέλτιστου κατέχει εξέχουσα θέση στα πλαίσια της Επιχειρησιακής Έρευνας. Ένα επιπλέον χαρακτηριστικό της Επιχειρησιακής Έρευνας είναι αυτό που ονομάζεται «ομαδική προσέγγιση». Είναι προφανές πως δεν είναι δυνατό να υπάρξει μόνο ένα εξειδικευμένο άτομο το οποίο να είναι σε θέση να ανταπεξέλθει σε όλες τις πτυχές των εργασιών ή των προβλημάτων που πρόκειται να αναζητήσουν λύση μέσω των μεθόδων της Επιχειρησιακής Έρευνας. Κάτι τέτοιο απαιτεί μια ομάδα ανθρώπων που να έχουν διαφορετικές επιστημονικές καταβολές και δεξιότητες. Μια τέτοια λοιπόν ομάδα Επιχειρησιακής Έρευνας χρειάζεται να απαρτίζεται από ανθρώπους οι οποίοι συλλογικά να έχουν υψηλό επίπεδο εκπαίδευσης και κατάρτισης στα μαθηματικά, στην στατιστική και στην θεωρία πιθανοτήτων, στα οικονομικά, στην διοίκηση επιχειρήσεων, στην επιστήμη των υπολογιστών, στην μηχανική, στις συμπεριφοριστικές επιστήμες καθώς και σε εξειδικευμένες τεχνικές της Επιχειρησιακής Έρευνας. Υπάρχει μια πλειάδα τεχνικών προκειμένου να λύσουμε μαθηματικά προβλήματα που μπορεί να προκύψουν στην πράξη.

			Ο πιο διακεκριμένος τρόπος μεταξύ αυτών είναι ο Γραμμικός Προγραμματισμός. Εναλλακτικές τεχνικές περιλαμβάνουν τον Ακέραιο Προγραμματισμό, τον Δυναμικό Προγραμματισμό, τον Προγραμματισμό Δικτύων (κατά την τεχνική αυτή το πρόβλημα μπορεί να υποδειγματοποιηθεί ως ένα δίκτυο) και τον Μη Γραμμικό Προγραμματισμό. Μια άλλη κατηγορία συγκροτείται από τις Ουρές Αναμονής και τα Μοντέλα Προσομοίωσης. Πρακτικά, οι αλγόριθμοι (δηλαδή οι μέθοδοι λύσεων για κάθε κατηγορία υποδείγματος) εκτελούνται από εξειδικευμένα λογισμικά που είναι διαθέσιμα σε κάθε ενδιαφερόμενο.

			Η Επιχειρησιακή Έρευνα έχει εντυπωσιακό αντίκτυπο στην βελτίωση της αποτελεσματικότητας πολλών οργανισμών, τόσο Δημοσίων όσο και Ιδιωτικών σε παγκόσμιο επίπεδο και έχει συμβάλλει σημαντικά στην αύξηση της παραγωγικότητας των οικονομιών πολλών χωρών. Σήμερα, υπάρχουν πολλές χώρες που συμμετέχουν στην Διεθνή Ομοσπονδία Κοινοτήτων Επιχειρησιακής Έρευνας (International Federation of Operational Research Societies, IFORS) με κάθε χώρα να έχει ιδρύσει και μια εθνική κοινότητα για την Επιχειρησιακή Έρευνα (παραδείγματος χάρη στην Ελλάδα υπάρχει η Ελληνική Εταιρία Επιχειρησιακών Ερευνών -Ε.Ε.Ε.Ε.-  που ιδρύθηκε το 1963).

			1.2 Επισκόπηση των μεθόδων υποδειγματοποίησης της Επιχειρησιακής Έρευνας και ειδικότερα του Γραμμικού Προγραμματισμού

			Όπως ήδη αναφέρθηκε παραπάνω, η Επιχειρησιακή Έρευνα δύναται να εφαρμοστεί σε προβλήματα που σχετίζονται με τρόπο διεξαγωγής και συντονισμού των δραστηριοτήτων εντός ενός οργανισμού. Μια τυπική μελέτη στα πλαίσια της Επιχειρησιακής Έρευνας, περιλαμβάνει τα παρακάτω βήματα:

			
					προσδιορισμός του προβλήματος και συλλογή των απαραίτητων δεδομένων.

					σχηματισμός ενός μαθηματικού υποδείγματος που αναπαριστά το πρόβλημα.

					ανάπτυξη μιας διαδικασίας (με την χρήση ηλεκτρονικού πληροφοριακού συστήματος) για την εξαγωγή λύσης για το πρόβλημα που περιγράφει το μοντέλο στο βήμα 2.

					έλεγχος του μοντέλου και εκλέπτυνση όπου κρίνεται απαραίτητο.

					προετοιμασία για την εκάστοτε εφαρμογή του υποδείγματος όπως ορίστηκε από την διοίκηση.

					εφαρμογή.

			

			Στην συνέχεια, θα περιγράψουμε τα παραπάνω βήματα με την σειρά που παρουσιάστηκαν, ξεκινώντας με την διαδικασία ορισμού του προβλήματος και συλλογής των δεδομένων η οποία περιλαμβάνει τα ακόλουθα:

			
					τους κατάλληλους στόχους.

					περιορισμούς στο τι μπορεί να συμβεί.

					σχέσεις μεταξύ του υπό μελέτη τμήματος και άλλων τμημάτων του οργανισμού-επιχείρησης.

					πιθανά εναλλακτικά σενάρια δράσης.

					τα χρονικά περιθώρια εντός των οποίων πρέπει να ληφθεί η απόφαση.

			

			Η δεύτερη φάση είναι να σχηματίσουμε το μαθηματικό υπόδειγμα. Ένα μαθηματικό υπόδειγμα ορίζεται από ένα σύστημα εξισώσεων και σχετιζόμενων μαθηματικών εκφράσεων οι οποίες περιγράφουν την ουσία του προβλήματος. 

			Τα βασικά συστατικά ενός μαθηματικού υποδείγματος είναι τα ακόλουθα:

			
					οι μεταβλητές απόφασης: αν υπάρχουν n ποσοτικοποιήσιμες σχετιζόμενες αποφάσεις, τότε αυτές μπορούν να αναπαρασταθούν ως μεταβλητές απόφασης δηλαδή, [image: ], των οποίων οι τιμές θα πρέπει να προσδιοριστούν.

					η αντικειμενική συνάρτηση: αφορά στο κατάλληλο (συνολικό) μέτρο απόδοσης (π.χ. κέρδους ή κόστους) και εκφράζεται μέσω μια μαθηματικής συνάρτησης των μεταβλητών απόφασης, π.χ. [image: ]

					οι περιορισμοί: αναφερόμαστε σε οποιουσδήποτε περιορισμούς πάνω στις τιμές που μπορούν να πάρουν οι μεταβλητές απόφασης και εκφράζονται με μαθηματικό τρόπο με την μορφή ανισοτήτων ή/και ισοτήτων π.χ. [image: ]

					οι παράμετροι του υποδείγματος: αφορούν στους συντελεστές καθώς και στις τιμές των ποσοτήτων στο δεξί μέλος των ανισοτήτων, στους περιορισμούς του προβλήματος και στην αντικειμενική συνάρτηση. Οι συντελεστές των περιορισμών αναφέρονται και ως συντελεστές μετατροπής ή τεχνολογικοί συντελεστές, οι ποσότητες στο δεξί μέλος καλούνται διαθέσιμες ποσότητες και οι συντελεστές των μεταβλητών απόφασης στην αντικειμενική συνάρτηση λέγονται συντελεστές κέρδους (ή τιμές πώλησης) αν το πρόβλημα αφορά στην μεγιστοποίηση κέρδους ή συντελεστές κόστους (ή αμοιβές συντελεστών) στην περίπτωση που αντικειμενικός σκοπός είναι η ελαχιστοποίηση του κόστους παραγωγής.

			

			Η επόμενη φάση αφορά στην λύση του μαθηματικού υποδείγματος. Το ζητούμενο έγκειται στο να προσδιοριστούν οι τιμές των μεταβλητών απόφασης έτσι ώστε να βελτιστοποιήσουμε (είτε πρόκειται για μεγιστοποίηση ή για ελαχιστοποίηση) την αντικειμενική συνάρτηση υπό το σύνολο των αντίστοιχων περιορισμών. Ένα σημαντικό κομμάτι του καθορισμού του προβλήματος είναι να καθορίσουμε τις κατάλληλες τιμές που θα αντιστοιχίσουμε στις παραμέτρους του υποδείγματος. Κάτι τέτοιο απαιτεί την συλλογή δεδομένων. Ένα ακόμη σημαντικό κομμάτι της λύσης του υποδείγματος, είναι η Ανάλυση Ευαισθησίας που σκοπό έχει να καθορίσει το κατά πόσο ευαίσθητη είναι η βέλτιστη λύση για εύλογες μεταβολές των παραμέτρων του υποδείγματος1.

			Οι κατηγορίες μεθόδων της Επιχειρησιακής Έρευνας που καταγράφονται στην βιβλιογραφία παρουσιάζονται παρακάτω:

			
					Μαθηματικός Προγραμματισμός (Γραμμικός Προγραμματισμός, Ακέραιος Προγραμματισμός, Μη-γραμμικός προγραμματισμός) 

					Δένδρα αποφάσεων (Decision trees)

					Πολυκριτηριακή Ανάλυση (Multiple Criteria Decision Analysis)

					Ανάλυση δικτύων (Network flows, PERT, CPM)

					Διαχείριση αποθεμάτων (Inventory control, EOQ)

					Γραμμές (ή Ουρές) αναμονής (Queuing theory)

					Στοχαστικές Διεργασίες (Stochastic Processes)

					Θεωρία παιγνίων (Game theory)

					Προσομοίωση (simulation)

			

			Στο παρόν σύγγραμμα δίνεται ιδιαίτερη βαρύτητα στον Γραμμικό Προγραμματισμό (Linear Programming) που αποτελεί κομμάτι του μαθηματικού προγραμματισμού και χρησιμοποιείται από πολλούς λήπτες αποφάσεων ιδιωτικών και δημοσίων επιχειρήσεων αλλά και οργανισμών. Πιο συγκεκριμένα, ο Γραμμικός Προγραμματισμός χρησιμοποιείται ευρέως από τους επιχειρησιακούς ερευνητές για την προσέγγιση προβλημάτων κατανομής περιορισμένων, τις περισσότερες φορές, πόρων σε εναλλακτικές δραστηριότητες με τον καλύτερο δυνατό τρόπο (Winston and Goldberg, 2004).

			Τέλος, θα πρέπει να έχουμε υπόψη μας πως σε οποιαδήποτε ανάλυση στα πλαίσια οποιασδήποτε μεθοδολογίας, η βέλτιστη λύση που έχουμε προσδιορίσει αφορά μόνο στο (μαθηματικό ή οικονομικό) υπόδειγμα που έχουμε εξειδικεύσει καθώς αυτό αποτελεί μια απλουστευμένη εκδοχή του πραγματικού κόσμου και όχι μια ακριβή αναπαράσταση του διότι κάτι τέτοιο αποδεικνύεται πρακτικά αδύνατο να συμβεί.

			Σύμφωνα με όσα έχουν λεχθεί μέχρι στιγμής, θα μπορούσαμε να πούμε πως η Επιχειρησιακή Έρευνα, γενικότερα, είναι ο επιστημονικός κλάδος που ασχολείται µε την ανάπτυξη μαθηματικών μοντέλων για την περιγραφή συστημάτων και διαδικασιών µε κύριο σκοπό την βελτιστοποίηση τους και τη λήψη αποφάσεων, ενώ επίσης θα μπορούσαμε να ισχυριστούμε ότι ασχολείται με τη μελέτη συστημάτων ως μαθηματικά μοντέλα.

			1.3 Η Επιχειρησιακή Έρευνα στην ψηφιακή εποχή

			Η Επιχειρησιακή Έρευνα έχει αποδείξει από νωρίς την θετική επίδραση που έχουν οι μέθοδοι της στην βελτίωση της αποτελεσματικότητας όλων των ειδών των οργανισμών αλλά και των οικονομιών στο σύνολο τους, όπως έχει ήδη αναφερθεί. Σε συνδυασμό με την φρενήρη πρόοδο τόσο των ηλεκτρονικών υπολογιστών όσο και των αλγορίθμων που εφαρμόζουν, ο κλάδος της Επιχειρησιακής Έρευνας ήταν αδύνατο να μην επηρεαστεί και έτσι οι εξελίξεις στην επιστήμη των υπολογιστών και της Πληροφορικής επηρέασαν την ανάπτυξη της Επιχειρησιακής Έρευνας σε πολλά επίπεδα (Hillier and Liberman, 2001). 

			Τα προβλήματα στα οποία καλείται να δώσει λύση ο κλάδος είναι πλέον τόσο μεγάλα σε πλήθος δεδομένων αλλά και απαιτήσεων, που καθιστά την επίλυση των προβλημάτων αυτών αλλά και την εκτέλεση των απαιτούμενων υπολογισμών με το χέρι τις περισσότερες φορές αδύνατη. Έτσι λοιπόν, η ανάπτυξη των υπολογιστών και των βελτιωμένων ικανοτήτων τους να εκτελούν σε ελάχιστο χρόνο αριθμητικούς υπολογισμούς τους οποίους ο άνθρωπος αδυνατεί να συναγωνιστεί, υπήρξε ένα τεράστιο όφελος για τον κλάδο της Επιχειρησιακής Έρευνας. 

			Η επανάσταση στον χώρο ήρθε γύρω στο 1980 με την διείσδυση των προσωπικών υπολογιστών που συνοδεύονταν από εξειδικευμένους αλγορίθμους και πακέτα για την επίλυση των προβλημάτων που άπτονται του αντικειμένου της Επιχειρησιακής Έρευνας. Το τελευταίο, έκανε ακόμη πιο γνωστή την Επιχειρησιακή Έρευνα σε ακόμη μεγαλύτερο κοινό. Στις μέρες μας, εκατομμύρια ενδιαφερόμενοι σε όλον τον κόσμο έχουν ήδη πρόσβαση σε λογισμικό Επιχειρησιακής Έρευνας.

			Σε αυτή την κατεύθυνση βρίσκεται και το πνεύμα του παρόντος συγγράμματος. Σε συνδυασμό με την θεωρία του Γραμμικού Προγραμματισμού που πρόκειται να παρουσιαστεί στα κατοπινά κεφάλαια, θα γίνει αναλυτική παρουσίαση και επεξήγηση του τρόπου με τον οποίο ο ενδιαφερόμενος σχετικά με την Επιχειρησιακή Έρευνα χρήστης μπορεί να χρησιμοποιήσει το ελεύθερο λογισμικό/λογισμικό ανοικτής πρόσβασης (ΕΛ/ΛΑΚ ή open source) R μαζί με τα εξειδικευμένα πακέτα και βιβλιοθήκες βελτιστοποίησης προκειμένου να ποσοτικοποιήσει και να επιλύσει μέσα σε λίγα λεπτά προβλήματα που με το χέρι απαιτούν επίπονους υπολογισμούς.

			Το λογισμικό R καθώς και όλα τα πακέτα και βιβλιοθήκες που μπορεί κάποιος να χρειαστεί για να εκτελέσει οποιουδήποτε είδους ανάλυση, παρέχονται δωρεάν στον κάθε χρήστη. Τα πλεονεκτήματα της ελεύθερης πρόσβασης στο λογισμικού είναι παραπάνω από εμφανή είτε πρόκειται για διδάσκοντες ή για φοιτητές. Αυτός είναι και ο βασικός λόγος που επιλέξαμε να χρησιμοποιήσουμε το R, το οποίο γίνεται δημοφιλέστερο με το πέρασμα του χρόνου καθώς περισσότεροι άνθρωποι επιλέγουν να το χρησιμοποιήσουν τόσο για λόγους διδασκαλίας όσο και εμπειρικής έρευνας. Επίσης, κάθε ενδιαφερόμενος μπορεί να το εγκαταστήσει σε όσους ηλεκτρονικούς υπολογιστές επιθυμεί χωρίς να χρειάζονται κλειδιά και κωδικοί ενεργοποίησης κάθε φορά. 

			Σε αυτό το σημείο θα θέλαμε να αναφέρουμε και να επιστήσουμε την προσοχή του αναγνώστη στο γεγονός πως τα λογισμικά επίλυσης απλοποιούν την διαδικασία επίλυσης καθαυτή αλλά πάντα ο ορθός τρόπος χρήσης της θεωρίας και ερμηνείας του αποτελέσματος επαφίενται στον εκάστοτε χρήστη. Για τον λόγο αυτό, στην συνέχεια, καταβάλλουμε προσπάθεια και αφιερώνουμε χρόνο προκειμένου να γεφυρώσουμε το χάσμα μεταξύ κατανόησης του θεωρητικού υπόβαθρου και σωστής ερμηνείας και να συμβάλλουμε στην σύνδεση της θεωρίας του Γραμμικού Προγραμματισμού, ως εργαλείου επίλυσης προβλημάτων κατανομής σπάνιων παραγωγικών (και όχι μόνο) πόρων δηλαδή προβλημάτων στα οποία καλείται να προτείνει λύσεις η Οικονομική Επιστήμη, με τις εφαρμογές του πραγματικού κόσμου.

			1.4 Επιχειρησιακή Έρευνα και Οικονομετρία

			Η μέχρι στιγμής συζήτηση, σε μικρότερο ή μεγαλύτερο βαθμό, συνδέει την προσέγγιση της Επιχειρησιακής Έρευνας με τον κλάδο της Διοίκησης Επιχειρήσεων. Με την πάροδο του χρόνου, πολλά τμήματα Οικονομικών Επιστημών αναδιαμορφώνουν το πρόγραμμα σπουδών που προσφέρουν ώστε να συμπεριλάβουν μεταξύ των προσφερόμενων μαθημάτων την Επιχειρησιακή Έρευνα καθώς αυτό προσφέρει μια εναλλακτική προσέγγιση στον τρόπο που αντιλαμβάνονται τα υποδείγματα οι οικονομολόγοι. Τα υποδείγματα που κατά κύριο λόγο χρησιμοποιούν οι οικονομολόγοι προκειμένου να προσεγγίσουν και στην συνέχεια να ερμηνεύσουν τα οικονομικά φαινόμενα, είναι παραμετρικά. Δηλαδή, μεταξύ των ερμηνευτικών μεταβλητών συμπεριλαμβάνουν και έναν διαταρακτικό όρο (η παρουσία του οποίου συνοδεύεται και από συγκεκριμένες υποθέσεις για τον τρόπο που κατανέμεται) ο οποίος διαταράσσει την τέλεια προσαρμογή του υποδείγματος και αφορά σε όλες εκείνες τις μεταβλητές που ενδεχομένως να επηρεάζουν την μεταβλητή που προσπαθούν να εξηγήσουν (καλείται εξαρτημένη μεταβλητή), χρησιμοποιώντας μια δέσμη ερμηνευτικών μεταβλητών, οι οποίες για διαφόρους λόγους είναι τις περισσότερες φορές εκτός του ελέγχου του οικονομολόγου (π.χ. περιορισμένη πρόσβαση σε δεδομένα, αδυναμία μέτρησης κάποιων μεταβλητών κα.) και ως εκ τούτου, δεν έχουν συμπεριληφθεί στο υπόδειγμα. Ο κλάδος της Οικονομικής Επιστήμης που ασχολείται με την μέτρηση των οικονομικών φαινομένων καλείται Οικονομετρία και είναι ένα ιδιαίτερα σημαντικό κεφάλαιο στην βασική εκπαίδευση κάθε οικονομολόγου και για τον λόγο αυτό η μελέτη της Οικονομετρίας αποτελεί ένα αντικείμενο που τυγχάνει ιδιαίτερης μεταχείρισης από την πλευρά του προγράμματος σπουδών των τμημάτων Οικονομικών Επιστημών τόσο σε εθνικό όσο και σε παγκόσμιο επίπεδο.

			Έτσι λοιπόν, στα τμήματα Οικονομικών Επιστημών από την μια πλευρά υπάρχει η προσέγγιση της Οικονομετρίας η οποία προσφέρει μια παραμετρική (στοχαστική) προσέγγιση στην μελέτη των οικονομικών φαινομένων και από την άλλη πλευρά υπάρχει η προσέγγιση της Επιχειρησιακής Έρευνας (που βασίζεται στον Γραμμικό Προγραμματισμό όπως έχουμε αναφέρει παραπάνω) η οποία είναι μη-παραμετρική καθώς δεν συμπεριλαμβάνει στο μαθηματικό υπόδειγμα κάποιον όρο διατάραξης και ως εκ τούτου, δεν γίνεται κάποια υπόθεση για τον τρόπο κατανομής του. Στο σημείο αυτό, αναδύεται μια βασική διαφορά μεταξύ των οικονομετρικών και των μαθηματικών υποδειγμάτων. Τα πρώτα, συμπεριλαμβάνουν έναν τυχαίο παράγοντα που αντιπροσωπεύει οτιδήποτε ενδεχομένως να έχει επίδραση στο υπόδειγμα αλλά δεν έχει συμπεριληφθεί, ενώ τα δεύτερα, χωρίς να συμπεριλαμβάνουν κάποιον τυχαίο παράγοντα και μόνο με την χρήση σχετικών μεταβλητών και ενός κανόνα συμπεριφοράς (μεγιστοποίηση ή ελαχιστοποίηση) προσπαθούν να βελτιστοποιήσουν μια αντικειμενική συνάρτηση. Τα μαθηματικά υποδείγματα συχνά καλούνται και ντετερμινιστικά (deterministic models). Χάρη σε αυτές τις δύο προσεγγίσεις, την παραμετρική και την μη-παραμετρική, οι υποψήφιοι οικονομολόγοι μπορούν να αποκτήσουν μια σφαιρικότερη αντίληψη για τις διαστάσεις της ποσοτικής έρευνας καθώς οι δύο προσεγγίσεις που αναφέρθηκαν παραπάνω αν και εντελώς διαφορετικές στην βάση τους, μπορούν να προσφέρουν ιδιαίτερα χρήσιμες απαντήσεις στο πλαίσιο των εφαρμογών που μπορούν να εφαρμοστούν.

			1.5 Σε ποιους απευθύνεται το παρόν σύγγραμμα 

			Όλα τα παραπάνω μας φέρνουν στο σημείο που χρειάζεται να απαντήσουμε ποιο είναι το κοινό στο οποίο απευθύνεται ένα σύγγραμμα σαν κι αυτό. Το παρόν σύγγραμμα λοιπόν αφορά σε προπτυχιακούς φοιτητές (ΑΕΙ καθώς και ΑΤΕΙ) τμημάτων Οικονομικών Επιστημών, Οργάνωσης και Διοίκησης Επιχειρήσεων, Διοικητικής Επιστήμης, Μάρκετινγκ αλλά και πλήθος άλλων ειδικοτήτων τόσο από το πεδίο των Θετικών (π.χ. Πληροφορικής, Μαθηματικών, Στατιστικής) όσο και από αυτό των Κοινωνικών Επιστημών (π.χ. Κοινωνιολογίας, Ψυχολογίας, Δημόσιας Διοίκησης) στα οποία η μέτρηση και ποσοτικοποίηση οικονομικών (ή οιωνεί οικονομικών) φαινομένων αποδεικνύεται καθοριστικής σημασίας για την μελέτη και κατανόηση τόσο της θεωρητικής όσο και της εμπειρικής διάστασης των προβλημάτων στα οποία η καθεμία ειδικότητα καλείται να προσφέρει απαντήσεις βάσει της επιστημονικής μεθόδου.

			1.6 Σύνδεση με τον κατάλογο Ανοικτών Μαθημάτων

			Στα πλαίσια του έργου Ανοικτά Ακαδημαϊκά Μαθήματα και συγκεκριμένα όσον αφορά στο Τμήμα Οικονομικών Επιστημών του Πανεπιστημίου Πατρών, οι συγγραφείς έχουν αναπτύξει ψηφιακό υλικό με μορφή διαφανειών και βίντεο-διαλέξεων, για το μάθημα “Επιχειρησιακή Έρευνα (Εφαρμογές με το Λογισμικό R)” το οποίο αφορά τόσο στα θέματα που θα παρουσιαστούν στο παρόν σύγγραμμα όσο και στον τρόπο που προσεγγίζεται και διδάσκεται από τους συγγραφείς στο Τμήμα Οικονομικών Επιστημών του Πανεπιστημίου Πατρών. 

			Το υλικό του μαθήματος είναι ελεύθερο στον ενδιαφερόμενο χρήστη μέσω της πλατφόρμας ασύγχρονης τηλεκπαίδευσης του Πανεπιστημίου Πατρών για το Τμήμα Οικονομικών Επιστημών (ECON1318) ενώ το υλικό που σχετίζεται με το παρόν κεφάλαιο μπορεί να βρεθεί εδώ και εδώ.

			

			
				
					1  Θα πρέπει να έχουμε υπόψη μας πως υπάρχει αβεβαιότητα σχετικά με τις πραγματικές τιμές των παραμέτρων.
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			ΚΕΦΑΛΑΙΟ ΔΕΥΤΕΡΟ: 
Γραφική Επίλυση Προβλημάτων Γραμμικού Προγραμματισμού και Ανάλυση Ευαισθησίας

			Σύνοψη 

			Στο παρόν κεφάλαιο παρουσιάζεται με πολύ αναλυτικό τρόπο η μεθοδολογία Γραφικής Επίλυσης ένα πρόβλημα δύο μεταβλητών απόφασης. Αναλύονται διεξοδικά όλες οι δυνατές περιπτώσεις με την χρήση του προγράμματος Graph ενώ παρουσιάζεται στο απλό αυτό υπόδειγμα των δύο μεταβλητών η ανάλυση ευαισθησίας. 

			2.1 Εισαγωγή

			Το προηγούμενο κεφάλαιο αποτέλεσε μια εισαγωγή στις απαρχές του κλάδου της Επιχειρησιακής Έρευνας, των μεθόδων που χρησιμοποιεί προκειμένου να μετατρέψει σε μαθηματικό υπόδειγμα ένα πρόβλημα που αντιστοιχεί σε πραγματικές καταστάσεις χρησιμοποιώντας παραμέτρους καθώς και στον τρόπο εξέλιξης του κλάδου αυτού μέσω της χρήσης των ηλεκτρονικών υπολογιστών.

			Στο παρόν κεφάλαιο, θα ασχοληθούμε την Γραφική Επίλυση ως μια μέθοδο εύρεσης του σημείου που ικανοποιεί ταυτόχρονα τους περιορισμούς και βελτιστοποιεί την αντικειμενική συνάρτηση. Από την ανάλυση αυτή θα προκύψουν οι Σκιώδεις Τιμές που αναφέρονται στην μεταβολή της αντικειμενικής συνάρτησης όταν ο κάθε περιορισμός μεταβληθεί οριακά, δηλαδή κατά μία μονάδα. Ο υπολογισμός των Σκιωδών Τιμών μπορεί να προκύψει μόνο μέσω της μεθοδολογίας του Γραμμικού Προγραμματισμού και η ερμηνεία τους είναι σημαίνουσας σημασίας τόσο για την Οικονομική όσο και την Διοικητική Επιστήμη. Επιχειρείται επίσης μια εισαγωγή στην ανάλυση ευαισθησίας των περιορισμών του Προβλήματος Γραμμικού Προγραμματισμού (ΠΓΠ) προκειμένου να εξετάσουμε την αξιοπιστία της βέλτιστης λύσης. 

			Η πολυπλοκότητα των προβλημάτων γραμμικού προγραμματισμού δεν μας δίνει την δυνατότητα γραφικής επίλυσης (graphical solution) κυρίως λόγω του ότι δεν μπορούμε να έχουμε την ανάλογη γραφική απεικόνιση σε περισσότερες από τρεις διαστάσεις. Ωστόσο, τα προβλήματα γραμμικού προγραμματισμού που έχουν δύο (ή και τρείς2) μεταβλητές απόφασης, μπορούν να λυθούν με γραφικό τρόπο, τον οποίο συζητάμε αναλυτικά ώστε να διευκολύνουμε τον αναγνώστη στην κατανόηση θεμελιωδών εννοιών. 

			Προβλήματα με δυο μεταβλητές υλοποιούνται στο επίπεδο (δυο διαστάσεις), ενώ προβλήματα με τρεις μεταβλητές υλοποιούνται στον χώρο (τρεις διαστάσεις). Η γραφική επίλυση ενός προβλήματος γραμμικού προγραμματισμού προϋποθέτει την αναλυτική και προσεκτική σχεδίαση του συνόλου των περιορισμών του ΠΓΠ ώστε να προκύψει η οριοθέτηση του συνόλου των δυνατών λύσεων και έπειτα να καθοριστεί η  αριστοποίηση της αντικειμενικής συνάρτησης. Πιο αναλυτικά, για  να φτάσουμε στην λύση του προβλήματος γραφικά, πρέπει να εκτελέσουμε τα παρακάτω βήματα: 

			
					σχεδιάζουμε ένα σύστημα αξόνων για τις μεταβλητές απόφασης3 (συνήθως x και y).

					στη συνέχεια, σχεδιάζουμε μια-μια κάθε ανισότητα του μοντέλου (δηλ. σχεδιάζουμε την αντίστοιχη ισότητα και αποκλείουμε το ημι-επίπεδο που δεν ικανοποιεί την ανισότητα). Πιο συγκεκριμένα, ο σχεδιασμός της κάθε ανίσωσης διαιρεί το επίπεδο σε δύο ημι-επίπεδα εκείνο που την ικανοποιεί και εκείνο που δεν την ικανοποιεί. Για να διευκολυνθούμε, μπορούμε να καθορίσουμε το ημι-επιπέδο που παριστάνει κάθε περιορισμός παριστάνοντας τον με βελάκια/μικρές γραμμές που το καταδεικνύουν.

					η περιοχή που απομένει από τον σχεδιασμό όλων των ισοτήτων (ανισοτήτων στην πραγματικότητα) περιέχει το σύνολο των εφικτών λύσεων, δηλαδή όσων δεν παραβιάζουν τους περιορισμούς ή τις συνθήκες. Πιο συγκεκριμένα, το εφικτό χωρίο αποτελείται από την ταυτόχρονη ικανοποίηση των παραπάνω ανισοτήτων και επιθυμούμε να είναι φραγμένο και δη στην περίπτωση των δύο μεταβλητών ένα κυρτό πολύγωνο (προφανώς η περίπτωση του μη-φραγμένου δεν αποκλείεται).

					σχεδιάζουμε την αντικειμενική συνάρτηση (Ζ, Π, Υ κ.α.) και βρίσκουμε ποια από τις εφικτές λύσεις την μεγιστοποιεί ή την ελαχιστοποιεί (ανάλογα με τον κανόνα συμπεριφοράς του προβλήματος). Για διάφορες τιμές της αντικειμενικής συνάρτησης την αναπαριστούμε γραφικά στο γράφημα των περιορισμών. Παρατηρούμε το πώς η αντικειμενική συνάρτηση συμπεριφέρεται με την αύξηση της τιμής του Ζ. Θα πρέπει να σημειώσουμε ότι ανάλογα με το πρόβλημα (μεγιστοποίηση ή ελαχιστοποίηση), ενδιαφερόμαστε για το μέγιστο ή το ελάχιστο που μπορεί να επιτύχει η αντικειμενική συνάρτηση. 

					οι συντεταγμένες του σημείου αυτού είναι οι βέλτιστες τιμές των μεταβλητών του ΠΓΠ που επιδιώκουμε να προσδιορίσουμε.

			

			Το τελευταίο βήμα υλοποιείται με δυο τρόπους προσέγγισης της επίλυσης:

			
					μέσω της προσέγγισης της απαρίθμησης και ελέγχου όλων των ακραίων σημείων (κορυφών) της εφικτής περιοχής. Συνεπώς, εντοπίζουμε τις συντεταγμένες όλων των κορυφών της εφικτής περιοχής και επιλέγουμε εκείνη που μεγιστοποιεί (ή ελαχιστοποιεί) την αντικειμενική συνάρτηση (Ζ) ενώ 

					ένας λιγότερο προσφιλής, είναι η προσέγγιση της χάραξης των καμπύλων ίσου κέρδους (ή κόστους) της αντικειμενικής συνάρτησης κατά τον οποίο βρίσκουμε, εν τέλει, το σημείο όπου η ισοκερδής εφάπτεται της εφικτής περιοχής πριν αυτή την εγκαταλείψει.

			

			2.2. Βασικοί ορισμοί

			Για να κατανοήσουμε καλύτερα την γραφική επίλυση προβλημάτων γραμμικού προγραμματισμού δίνουμε τους παρακάτω βοηθητικούς ορισμούς: 

			
					περιοριστική ευθεία είναι η ευθεία που αντιστοιχεί σε κάποιον περιορισμό του προβλήματος γραμμικού προγραμματισμού.

					κορυφή ή ακραίο σημείο είναι το σημείο που τέμνονται δυο περιοριστικές ευθείες. 

					εφικτή περιοχή είναι η κυρτή περιοχή των εφικτών λύσεων που σχηματίζεται από τις περιοριστικές ευθείες.

					εφικτή λύση (ακραίου σημείου) είναι μια κορυφή της εφικτής περιοχής.

					γειτονικές εφικτές λύσεις (ακραίου σημείου) είναι αυτές που συνδέονται με μια ακμή (σύνορο) της εφικτής περιοχής.

					βασική λύση (λύση ακραίου σημείου) είναι μια λύση που αντιστοιχεί σε κορυφή.

					βασική εφικτή λύση είναι μια βασική λύση που αντιστοιχεί σε κορυφή της εφικτής περιοχής.

					βέλτιστη (ή βέλτιστη) λύση είναι η βασική εφικτή λύση ακραίου σημείου (κορυφή της εφικτής περιοχής) που μας δίνει τη βέλτιστη τιμή στην αντικειμενική συνάρτηση. Δύναται να είναι ακριβώς μια, αλλά υπάρχουν και περιπτώσεις με άπειρες βέλτιστες λύσεις, καμία βέλτιστη λύση, ή η αντικειμενική συνάρτηση να τείνει στο άπειρο. Οι προαναφερθείσες περιπτώσεις περιγράφονται αναλυτικά παρακάτω.

					μεταβλητές απόφασης είναι οι ποσότητες των μεταβλητών που βελτιστοποιούν την τιμή της αντικειμενικής συνάρτησης.

			

			Σε κάθε πρόβλημα γραμμικού προγραμματισμού μπορούμε να υπολογίσουμε τον μέγιστο αριθμό κορυφών του πολύεδρου των λύσεων (ένα πολύεδρο n διαστάσεων είναι το υποσύνολο του χώρου n διαστάσεων που προκύπτει ως η τομή ενός πεπερασμένου αριθμού ημι-επιπέδων), χρησιμοποιώντας τον αριθμό των περιορισμών [image: ] και των μεταβλητών απόφασης [image: ] χρησιμοποιώντας τον παρακάτω τύπο συνδυαστικής. 

			[image: ] Για παράδειγμα, ένα ΠΓΠ με 8 περιορισμούς και 10 εξισώσεις μπορεί να διαθέτει 43.758 κορυφές.

			Στην παρούσα ενότητα, θα αναφερθούμε σε προβλήματα γραμμικού προγραμματισμού με δύο (2) μόνο μεταβλητές. Για την περίπτωση των τριών (3) και πλέον μεταβλητών, δεν μπορούμε να παραστήσουμε το πρόβλημα γραφικά με ικανοποιητικό τρόπο. Παρόλα αυτά όμως, η παρουσίαση ενός προβλήματος που αποτελείται από δυο μεταβλητές, δηλαδή μέσω της αναπαράστασης του στο καρτεσιανό επίπεδο, αποδεικνύεται μια χρήσιμη άσκηση προκειμένου να κατανοήσουμε και προβλήματα μεγαλύτερων διαστάσεων.

			2.3 Διατύπωση προβλήματος γραμμικού προγραμματισμού: πρόβλημα μεγιστοποίησης

			Μια επιχείρηση που λειτουργεί εντός ενός βιομηχανικού μεταποιητικού κλάδου παράγει δύο διαφορετικά προϊόντα, το προϊόν 1 και το προϊόν 2. Η παραγωγή του κάθε τεμαχίου απαιτεί συγκεκριμένο χρόνο λειτουργίας δύο μηχανών διαφορετικού τύπου, δηλαδή τύπου Α και τύπου Β. Η μηχανή τύπου Α μπορεί να χρησιμοποιηθεί για είκοσι (20) ώρες ανά ημέρα ενώ η μηχανή τύπου Β είναι διαθέσιμη στην διαδικασία παραγωγής για δώδεκα (12) ώρες ανά ημέρα. 

			Προκειμένου να παραχθεί μία μονάδα προϊόντος 1 απαιτούνται  δύο (2) ώρες λειτουργίας της μηχανής τύπου Α και μία (1) ώρα λειτουργίας της μηχανής τύπου Β ενώ για να παραχθεί μία μονάδα προϊόντος 2 απαιτούνται  τέσσερεις (4) ώρες λειτουργίας της μηχανής τύπου Α και τρεις (3) ώρες λειτουργίας της μηχανής τύπου Β.

			Το αντίστοιχο (μικτό) κέρδος για τον επιχείρηση ανέρχεται σε σαράντα ευρώ (40€) για κάθε μονάδα του προϊόντος 1 και σε εκατό ευρώ (100€) για κάθε μονάδα του προϊόντος 2.

			Η επιχείρηση έχει την δυνατότητα να διοχετεύσει στην αγορά όλη την παραγόμενη ποσότητα και από τα δύο προϊόντα με σκοπό να μεγιστοποιήσει το κέρδος της. Ζητείται να προσδιορίσετε την ποσότητα των τεμαχίων ανά προϊόν που πρέπει να παράγει η εν λόγω επιχείρηση ημερησίως προκειμένου να πετύχει τον σκοπό που έχει θέσει.

			2.3.1 Μετατροπή του προβλήματος σε μαθηματικό υπόδειγμα

			Το πρώτο βήμα ώστε να προχωρήσουμε στην λύση του προβλήματος είναι να ορίσουμε τις μεταβλητές με βάση τα στοιχεία που παρουσιάστηκαν παραπάνω. Έτσι λοιπόν, θα πρέπει να ορίσουμε δύο μεταβλητές, τις x1 και x2, οι οποίες αντιπροσωπεύουν τις ποσότητες που παράγονται ημερησίως και αφορούν στα προϊόντα 1 και 2 αντίστοιχα.

			Το δεύτερο βήμα είναι να κατασκευάσουμε την αντικειμενική συνάρτηση από την οποία θα προκύψει και ο υπολογισμός του μέγιστου κέρδους της επιχείρησης. Είδαμε παραπάνω ότι κάθε μονάδα του προϊόντος 1, συνεισφέρει στο κέρδος 40 χρηματικές μονάδες ενώ κάθε μονάδα του προϊόντος 2, 100 χρηματικές μονάδες. Σύμφωνα με αυτά και λαμβάνοντας υπόψη ότι αντικειμενικός σκοπός της επιχείρησης είναι η μεγιστοποίηση του κέρδους, η αντικειμενική συνάρτηση του προβλήματος λαμβάνει την εξής μορφή: 

			[image: ]

			Το τρίτο και τελευταίο βήμα που είναι απαραίτητο είναι η διαμόρφωση του συνόλου των περιορισμών που αφορούν στην διαθεσιμότητα του κάθε τύπου μηχανής στην παραγωγή. Εφόσον υπάρχουν δύο τύποι μηχανών και η καθεμία έχει διαφορετική διαθεσιμότητα και συμμετοχή στην παραγωγή, συνεπάγεται ότι οι περιορισμοί θα αφορούν στην κάθε μηχανή (δηλαδή στον κάθε τύπο μηχανής). Ο σχηματισμός του κάθε περιορισμού θα γίνει λαμβάνοντας υπόψη τις απαιτήσεις (σε ώρες λειτουργίας) του κάθε προϊόντος από τον κάθε τύπο μηχανής. Πιο συγκεκριμένα, οι περιορισμοί που αφορούν στον κάθε τύπο μηχανής διαμορφώνονται ως εξής (Πίνακας 2.1): 
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			Πίνακας 2.1 Οι περιορισμοί του προβλήματος μεγιστοποίησης.

			Το σύμβολο “≤” χρησιμοποιείται καθώς οι αριθμοί των διαθέσιμων ωρών για την λειτουργία της κάθε μηχανής αντιστοιχούν στους μέγιστους δυνατούς (δηλαδή, παραγωγή πάνω από τις δεδομένες ώρες δεν είναι δυνατή).

			Συνοψίζοντας τα παραπάνω, το μαθηματικό υπόδειγμα διαμορφώνεται ως εξής:

			[image: ]

			Η τελευταία ανισότητα αναφέρεται ως περιορισμοί μη-αρνητικότητας καθώς οι μονάδες των προϊόντων x1 και x2 οι οποίες αντιπροσωπεύουν τις ποσότητες που παράγονται ημερησίως και αφορούν στα προϊόντα 1 και 2 αντίστοιχα, δεν είναι δυνατόν να λάβουν αρνητικές τιμές.

			Εφόσον έχουμε διαμορφώσει το πρόβλημα του γραμμικού προγραμματισμού, προχωρούμε τώρα στην επίλυση του. Για να παραστήσουμε το πρόβλημα γραφικά, αγνοούμε τις ανισότητες των περιορισμών και μηδενίζουμε εναλλάξ τις μεταβλητές x1 και x2 ώστε να υπολογίσουμε τα σημεία τομής με τους άξονες. 

			Σ’ αυτή την περίπτωση θα έχουμε [image: ] και [image: ] ενώ χρησιμοποιώντας το Graph (βλέπε Παράρτημα 1), μπορούμε να παραστήσουμε γραφικά τους περιορισμούς και να προσδιορίσουμε την εφικτή περιοχή. Στο παρακάτω σχήμα (Σχήμα 2.1), φαίνονται οι περιορισμοί:

			[image: ]

			Σχήμα 2.1 Οι περιορισμοί του προβλήματος.

			Με βάση τα παραπάνω, η  εφικτή περιοχή είναι η περιοχή είναι το χωρίο που βρίσκεται στο κάτω από τους περιορισμούς, δηλαδή η περιοχή που ορίζεται από το κόκκινο πλαίσιο (Σχήμα 2.2).

			[image: ]

			Σχήμα 2.2 Οι περιορισμοί του προβλήματος και η εφικτή περιοχή.

			Ο σκοπός μας παραμένει να εντοπίσουμε το/τα σημείο/α που βελτιστοποιούν (στην προκειμένη περίπτωση μεγιστοποιούν) την αντικειμενική συνάρτηση. Στην πλειοψηφία των περιπτώσεων, η βέλτιστη λύση επιτυγχάνεται σε κάποιο γωνιακό σημείο της εφικτής περιοχής. Αποδεικνύεται μάλιστα ότι για προβλήματα τα οποία έχουν μία πεπερασμένη βέλτιστη λύση (δηλαδή όχι ‘άπειρη’) ένα εκ των βέλτιστων σημείων είναι πάντοτε ένα γωνιακό σημείο.

			Στα προβλήματα γραμμικού προγραμματισμού οι ευθείες που προκύπτουν από την ίδια αντικειμενική συνάρτηση έχουν τον ίδιο συντελεστή διεύθυνσης (για διαφορετικές τιμές του δεξιού μέλους) και είναι παράλληλες μεταξύ τους.

			Το γωνιακό σημείο που αποτελεί την λύση ενός προβλήματος γραμμικού προγραμματισμού εξαρτάται κάθε φορά από την κλίση της αντικειμενικής συνάρτησης, η οποία με την σειρά της εξαρτάται από την σχετική αναλογία των συντελεστών κέρδους των δυο προϊόντων, δηλαδή από τον συντελεστή διεύθυνσης (εδώ,[image: ]) ο οποίος προκύπτει από τους συντελεστές κέρδους των δύο προϊόντων στην αντικειμενική συνάρτηση. Ως εκ τούτου, προκύπτει ότι η βέλτιστη επιλογή εξαρτάται από τον συντελεστή διεύθυνσης που δεν είναι άλλος από το λόγο των συντελεστών κέρδους των δύο προϊόντων.

			Είναι φανερό από τα παραπάνω, ότι για διαφορετικές τιμές τις αντικειμενικής συνάρτησης, διατηρώντας αμετάβλητους τους συντελεστές κέρδους του κάθε προϊόντος, (αυτό σημαίνει ότι η κλίση των ευθειών παραμένει σταθερή) προκύπτουν διαφορετικές ευθείες όπως φαίνεται στο παρακάτω σχήμα (Σχήμα 2.3):
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			Σχήμα 2.3 Διαφορετικά επίπεδα κέρδους της αντικειμενικής συνάρτησης με την κλίση να παραμένει σταθερή.

			Για να βρούμε το (γωνιακό) σημείο που μεγιστοποιεί την αντικειμενική συνάρτηση λύνουμε ταυτόχρονα το σύστημα των περιορισμών:
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			Άρα, ο συνδυασμός ποσοτήτων [image: ] μεγιστοποιεί την τιμή της αντικειμενικής συνάρτησης η τιμή της οποίας δίνεται αντικαθιστώντας τις βέλτιστες ποσότητες, δηλαδή, [image: ], ενώ το παρακάτω σχήμα (Σχήμα 2.4) απεικονίζει τους περιορισμούς με την αντικειμενική συνάρτηση που διέρχεται από το σημείο τομής τους το οποίο αντιστοιχεί και στον βέλτιστο συνδυασμό ποσοτήτων των δύο προϊόντων. 
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			Σχήμα 2.4 Οι περιορισμοί του προβλήματος, η αντικειμενική συνάρτηση και το βέλτιστο σημείο.

			Σε κάποιες περιπτώσεις, η αντικειμενική συνάρτηση έχει ίδια κλίση με κάποιον από τους περιορισμούς παραδείγματος χάρη, [image: ]. Σε αυτή την περίπτωση, έχουμε εναλλακτικά βέλτιστα σημεία (δηλαδή άπειρα!) κατά μήκος του ευθύγραμμου τμήματος που οι δύο ευθείες (η αντικειμενική συνάρτηση και ο περιορισμός) ταυτίζονται (η σκούρα γραμμή). Μια τέτοια κατάσταση απεικονίζεται στο παρακάτω σχήμα (Σχήμα 2.5).
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			Σχήμα 2.5 Η περίπτωση των εναλλακτικών βέλτιστων σημείων: η κλίση της αντικειμενικής συνάρτησης ισούται με την κλίση ενός περιορισμού.

			2.4 Ανάλυση ευαισθησίας4 σε ένα πρόβλημα γραμμικού προγραμματισμού

			Στα προβλήματα γραμμικού προγραμματισμού (και όχι μόνο), εξίσου σημαντικό με την εύρεση των ποσοτήτων που βελτιστοποιούν (σ’ αυτή την περίπτωση μεγιστοποιούν) την τιμή της αντικειμενικής συνάρτησης είναι το εάν και κατά πόσο η βέλτιστη λύση που προέκυψε είναι αξιόπιστη ως προς τις (οριακές) αλλαγές των παραμέτρων του προβλήματος. Προκειμένου να απαντήσουμε σε τέτοιου είδους ερωτήματα, καταφεύγουμε στην ανάλυση ευαισθησίας των περιορισμών (και όχι μόνο) του προβλήματος μεταβάλλοντας (αυξάνοντας ή/και μειώνοντας) οριακά τις διαθέσιμες ποσότητες του δεξιού μέλους των ανισοτήτων και υπολογίζουμε τις μεταβολές που προκύπτουν. Παρακάτω ακολουθούν κάποια τέτοια παραδείγματα χρησιμοποιώντας την ανάλυση ευαισθησίας.

			2.4.1  Περιορισμοί διαθεσιμότητας

			Έστω ότι η αγορά στην οποία προσφέρει τα προϊόντα που παράγει η παραπάνω επιχείρηση δεν μπορεί να απορροφήσει παραπάνω από οχτώ (8) μονάδες του προϊόντος 1.

			Σε μια τέτοια περίπτωση, το πρόβλημα διαφοροποιείται ελαφρώς εφόσον προστίθεται ένας ακόμη ανισοτικός περιορισμός σχετικά με το προϊόν 1 χωρίς όμως να αλλάξει η αντικειμενική συνάρτηση. Το πρόβλημα τώρα λαμβάνει την μορφή:

			[image: ]

			Ενώ, η κατάσταση μπορεί να περιγραφεί από το παρακάτω σχήμα (Σχήμα 2.6).
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			Σχήμα 2.6 Μη-δεσμευτικός περιορισμός, εφικτή περιοχή και βέλτιστο σημείο.

			Όπως φαίνεται στο Σχήμα 2.6 παραπάνω, στην περίπτωση ενός μη-δεσμευτικού περιορισμού, η μόνη αλλαγή που επέρχεται είναι ο περιορισμός της εφικτής περιοχής ενώ είναι εμφανές ότι το βέλτιστο (ή γωνιακό) σημείο δεν επηρεάστηκε καθόλου. Συνεπώς, προκύπτει ότι ένας περιορισμός ονομάζεται μη-δεσμευτικός όταν δεν επηρεάζει την βέλτιστη λύση. Στην περίπτωση που η επιβολή ενός νέου περιορισμού προκαλεί αλλαγές στην βέλτιστη λύση, τότε ο τελευταίος ονομάζεται δεσμευτικός.

			2.4.2 Μεταβολές στις διαθέσιμες ποσότητες, σκιώδεις τιμές (Shadow Prices) και οικονομική ερμηνεία

			Μεταβολές στις διαθέσιμες ποσότητες (σ’ αυτό το παράδειγμα, αναφερόμαστε στις μεταβολές των διαθέσιμων ωρών λειτουργίας των μηχανών τύπου Α και Β) των ωρών λειτουργίας των μηχανημάτων προκύπτουν μέσω των αλλαγών στο δεξί μέλος των περιορισμών του προβλήματος.

			2.4.2.1 Αύξηση των ωρών λειτουργίας της μηχανής τύπου Α

			Στο εν λόγω παράδειγμα, ας υποθέσουμε ότι η διοίκηση της επιχείρησης αποφασίζει να αυξήσει τις ώρες λειτουργίας της μηχανής τύπου Α. Τώρα ο περιορισμός που αφορά στην μηχανή τύπου Α γίνεται [image: ]. 

			Θέλουμε να εξετάσουμε αν οι οριακές μεταβολές των ωρών λειτουργίας των δύο τύπων μηχανών θα επιφέρει ή όχι αλλαγές στην βέλτιστη λύση. Για να διαπιστώσουμε αν πράγματι υπάρχουν αλλαγές στην βέλτιστη λύση, θα χρειαστεί να λύσουμε εκ νέου το σύστημα των περιορισμών (και σε αυτή την περίπτωση με ισότητες):
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			Όπως φαίνεται και από τα παρακάτω σχήματα (Σχήμα 2.7 και 2.8), η βέλτιστη λύση άλλαξε και ως εκ τούτου και η εφικτή περιοχή.
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			Σχήμα 2.7 Αύξηση των ωρών λειτουργίας της μηχανής τύπου Α: περιορισμοί, αντικειμενική συνάρτηση και βέλτιστο σημείο.
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			Σχήμα 2.8 Αύξηση των ωρών λειτουργίας της μηχανής τύπου Α: περιορισμοί, αντικειμενική συνάρτηση, βέλτιστο σημείο και εφικτή περιοχή.

			Παρατηρούμε ότι τώρα έχουμε διαφορετικό συνδυασμό βέλτιστων ποσοτήτων σε σχέση με την κατάσταση πριν την αύξηση, έχουμε δηλαδή τις εξής αλλαγές:
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			Το νέο αυτό γωνιακό σημείο επιφέρει μεταβολή στην αντικειμενική συνάρτηση της επιχείρησης ίση με:[image: ]. Η μεταβολή είναι θετική, επομένως η αύξηση στις ώρες λειτουργίας της μηχανής τύπου Α επέφερε μια αύξηση του κέρδους κατά 10 ευρώ.

			Η παραπάνω ποσότητα είναι ιδιαίτερης σημασίας στην Οικονομική Επιστήμη και λέγεται Σκιώδης Τιμή (Shadow Price). Η Σκιώδης Τιμή αποτελεί την μεταβολή στην τιμή της αντικειμενικής συνάρτησης που προκύπτει από μια μοναδιαία (ή οριακή) μεταβολή στο δεξί μέλος κάποιου από το σύνολο των περιορισμών.

			Με άλλα λόγια, η Σκιώδης Τιμή είναι ενδεικτική της «ευαισθησίας» στην τιμή της αντικειμενικής συνάρτησης εξαιτίας μια μεταβολής στο δεξί μέλος κάποιου από τους περιορισμούς και η φυσική της σημασία (μέσα σε ένα Οικονομικό πρίσμα) είναι η ακόλουθη: “Αν αυξήσουμε τις ώρες λειτουργίας της μηχανής τύπου Α από 20 σε 21, δηλαδή οριακά, τότε προκύπτει επιπλέον κέρδος στην επιχείρηση ίσο με 10€”.

			Πιο συγκεκριμένα, στην βελτιστοποίηση υπό περιορισμούς, η Σκιώδης Τιμή είναι η οριακή μεταβολή ανά μονάδα του περιορισμού στην αντικειμενική τιμή της βέλτιστης λύσης ενός προβλήματος βελτιστοποίησης που επιτυγχάνεται όταν «χαλαρώσουμε» κάποιον περιορισμό. Με άλλα λόγια είναι η οριακή χρησιμότητα που προκύπτει από την «χαλάρωση» του περιορισμού ή ισοδύναμα το οριακό κόστος της «ενδυνάμωσης» (με την έννοια ότι κάνουμε τον περιορισμό περισσότερο ισχυρό) ενός περιορισμού. 

			Στις εφαρμογές των Οικονομικών (ή της Διοίκησης Επιχειρήσεων), η  Σκιώδης Τιμή είναι η μέγιστη ποσότητα που ο δρών (το μάνατζμεντ της επιχείρησης) είναι πρόθυμος να πληρώσει για μια επιπρόσθετη μονάδα ενός δεδομένου συντελεστή που βρίσκεται σε σπανιότητα (παραδείγματος χάρη για μια επιπλέον μονάδα εργασίας).

			Προχωρώντας ένα βήμα παραπέρα, η Σκιώδης Τιμή είναι η τιμή του πολλαπλασιαστή Lagrange5
 στην βέλτιστη (βέλτιστη) λύση το οποίο σημαίνει ότι είναι η οριακή αλλαγή στην αντικειμενική συνάρτηση που προκύπτει από μια οριακή αλλαγή στον περιορισμό. Το τελευταίο  προκύπτει από το γεγονός ότι στην βέλτιστη λύση η κλίση της αντικειμενικής συνάρτησης είναι ένας γραμμικός συνδυασμός των κλίσεων των συναρτήσεων των περιορισμών με βαρύτητες (βάρη) που είναι ίσα με του πολλαπλασιαστές Lagrange. Κάθε περιορισμός στα προβλήματα βελτιστοποίησης έχει μια Σκιώδη Τιμή (Shadow Price) ή μια Δυική Τιμή (Dual Price)6
. Ως εκ τούτου η Σκιώδης Τιμή δείχνει πόσο κοστίζει 1 ώρα απασχόλησης σε μια δραστηριότητα.

			Όμως, θα πρέπει κανείς να είναι προσεκτικός διότι σε περιπτώσεις μεγάλων αλλαγών στο δεξιό μέλος κάποιου/ων περιορισμών δεν είναι βέβαιο ότι οι αλλαγές θα είναι ανάλογες με αυτές που προέκυψαν από τις Σκιώδεις Τιμές. Η μεταβολή του δεύτερου μέλους ενός περιορισμού έχει νόημα για κάποιο πεπερασμένο αριθμό μονάδων και υπάρχει πάντοτε κάποιο όριο πέρα από το οποίο η προσθήκη μιας επιπλέον μονάδας δεν υπακούει καθόλου στις οριακές τιμές του προβλήματος.

			Ως μια τελική σημείωση, μπορούμε να επιβεβαιώσουμε τα παραπάνω αντικαθιστώντας το αρχικό και το τελικό βέλτιστο σημείο στην αντικειμενική συνάρτηση:
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			2.4.2.2 Μείωση των ωρών λειτουργίας της μηχανής τύπου Α

			Ας υποθέσουμε τώρα ότι η διοίκηση της επιχείρησης αποφασίζει να μειώσει τις ώρες λειτουργίας της μηχανής τύπου Α. Τώρα ο περιορισμός που αφορά στην μηχανή τύπου Α γίνεται [image: ]. 

			Για να προσδιορίσουμε τον συνδυασμό ποσοτήτων που βελτιστοποιεί βέλτιστη λύση σε αυτή την περίπτωση, λύνουμε εκ νέου το σύστημα των δυο εξισώσεων:

			[image: ]

			Παρατηρούμε ότι τώρα έχουμε διαφορετικό συνδυασμό βέλτιστων ποσοτήτων σε σχέση με την κατάσταση πριν την αύξηση, έχουμε δηλαδή τις εξής αλλαγές:

			[image: ]

			Παρατηρώντας τις παραπάνω ποσότητες σε συνδυασμό με το παρακάτω σχήμα (Σχήμα 2.9), είναι εμφανές ότι τόσο η βέλτιστη λύση (όσο και η εφικτή περιοχή) έχουν αλλάξει.

			[image: ]

			Σχήμα 2.9 Μείωση των ωρών λειτουργίας της μηχανής τύπου Α: περιορισμοί, αντικειμενική συνάρτηση και βέλτιστο σημείο.

			Αναφορικά μες την Σκιώδη Τιμή (που προκύπτει από την «ενδυνάμωση» του περιορισμού), υπολογίζεται ως εξής:

			Σκιώδης Τιμή = [image: ], το οποίο πρακτικά σημαίνει ότι στην περίπτωση περιορισμού των ωρών λειτουργίας της μηχανής τύπου Α οριακά, το κέρδος της επιχείρησης μειώνεται κατά 10€. Γενικά, θα μπορούσαμε να πούμε ότι η Σκιώδης Τιμή που συσχετίζεται με τον κάθε περιορισμό οποιουδήποτε ΠΓΠ (το οποίο αποτελείται από δύο μεταβλητές ενδιαφέροντος7
) μπορεί να υπολογιστεί ως εξής: Σκιώδης Τιμή[image: ], όπου [image: ] είναι οι συντελεστές κέρδους στην περίπτωση των προβλημάτων μεγιστοποίησης. Στην περίπτωση των προβλημάτων ελαχιστοποίησης, οι αντίστοιχοι συντελεστές καλούνται συντελεστές κόστους.

			Ως μια τελική σημείωση, μπορούμε να επιβεβαιώσουμε τα παραπάνω αντικαθιστώντας το αρχικό και το τελικό βέλτιστο σημείο στην αντικειμενική συνάρτηση:

			[image: ]

			2.4.2.3 Αύξηση των ωρών λειτουργίας της μηχανής τύπου Β

			Ας υποθέσουμε τώρα ότι η διοίκηση της επιχείρησης αποφασίζει να αυξήσει τις ώρες λειτουργίας της μηχανής τύπου Β. Τώρα ο περιορισμός που αφορά στην μηχανή τύπου Β γίνεται [image: ]. 

			Για να προσδιορίσουμε τον συνδυασμό ποσοτήτων που βελτιστοποιεί  βέλτιστη λύση σε αυτή την περίπτωση, λύνουμε εκ νέου το σύστημα των δυο εξισώσεων:

			[image: ]

			Παρατηρούμε ότι τώρα έχουμε διαφορετικό συνδυασμό βέλτιστων ποσοτήτων σε σχέση με την κατάσταση πριν την αύξηση, έχουμε δηλαδή τις εξής αλλαγές:

			[image: ]

			Παρατηρώντας τις παραπάνω ποσότητες σε συνδυασμό με το παρακάτω σχήμα (Σχήμα 2.10), είναι εμφανές ότι τόσο η βέλτιστη λύση (όσο και η εφικτή περιοχή) έχουν αλλάξει.

			[image: ]

			Σχήμα 2.10 Αύξηση των ωρών λειτουργίας της μηχανής τύπου Β: περιορισμοί, αντικειμενική συνάρτηση και βέλτιστο σημείο.

			Σ’ αυτή την περίπτωση η μεταβολή στην αντικειμενική συνάρτηση υπολογίζεται ως εξής:

			Σκιώδης Τιμή [image: ], το οποίο πρακτικά σημαίνει ότι στην περίπτωση της οριακής αύξησης των ωρών λειτουργίας της μηχανής τύπου Β, το κέρδος της επιχείρησης αυξάνεται κατά 20€.

			Ως μια τελική σημείωση, μπορούμε να επιβεβαιώσουμε τα παραπάνω αντικαθιστώντας το αρχικό και το τελικό βέλτιστο σημείο στην αντικειμενική συνάρτηση:

			[image: ]

			2.4.2.4 Μείωση των ωρών λειτουργίας της μηχανής τύπου Β

			Ας υποθέσουμε τώρα ότι η διοίκηση της επιχείρησης αποφασίζει να μειώσει τις ώρες λειτουργίας της μηχανής τύπου Β. Τώρα ο περιορισμός που αφορά στην μηχανή τύπου Β γίνεται [image: ]. 

			Για να προσδιορίσουμε τον συνδυασμό ποσοτήτων που βελτιστοποιεί  βέλτιστη λύση σε αυτή την περίπτωση, λύνουμε εκ νέου το σύστημα των δυο εξισώσεων:

			[image: ]

			Παρατηρούμε ότι τώρα έχουμε διαφορετικό συνδυασμό βέλτιστων ποσοτήτων σε σχέση με την κατάσταση πριν την μείωση, έχουμε δηλαδή τις εξής αλλαγές:

			[image: ]

			Παρατηρώντας τις παραπάνω ποσότητες σε συνδυασμό με το παρακάτω σχήμα (Σχήμα 2.11), είναι εμφανές ότι τόσο η βέλτιστη λύση (όσο και η εφικτή περιοχή) έχουν αλλάξει.

			[image: ]

			Σχήμα 2.11 Μείωση των ωρών λειτουργίας της μηχανής τύπου Β: περιορισμοί, αντικειμενική συνάρτηση και βέλτιστο σημείο.

			Σ’ αυτή την περίπτωση η μεταβολή στην αντικειμενική συνάρτηση υπολογίζεται ωε εξής:

			Σκιώδης Τιμή [image: ], το οποίο πρακτικά σημαίνει ότι στην περίπτωση της οριακής μείωσης των ωρών λειτουργίας της μηχανής τύπου Β, το κέρδος της επιχείρησης μειώνεται κατά 20€.

			Ως μια τελική σημείωση, μπορούμε να επιβεβαιώσουμε τα παραπάνω αντικαθιστώντας το αρχικό και το τελικό βέλτιστο σημείο στην αντικειμενική συνάρτηση:

			[image: ]

			2.4.3 Μεταβολές του μη-δεσμευτικού περιορισμού

			Όσον αφορά στον μη-δεσμευτικό περιορισμό του προβλήματος, η οριακή μεταβολή του είτε προς την μια είτε προς την άλλη κατεύθυνση (δηλαδή αύξηση ή μείωση) δεν επιφέρει καμία αλλαγή στην βέλτιστη λύση και ως εκ τούτου ούτε και στην τιμή της αντικειμενικής συνάρτησης. Συνεπώς, η Σκιώδης Τιμή με την οποία συνδέεται ο μη-δεσμευτικός αυτός περιορισμός είναι μηδέν. Αυτό που μεταβάλλεται εξαιτίας του μη-δεσμευτικού περιορισμού είναι μόνο η εφικτή περιοχή.

			Στο σχήμα παρακάτω (Σχήμα 2.12), φαίνονται οι μεταβολές του μη-δεσμευτικού περιορισμού.

			[image: ]

			Σχήμα 2.12 Μεταβολές του μη-δεσμευτικού περιορισμού.

			2.4.4 Ταυτόχρονη μεταβολή (αύξηση ή μείωση) των περιορισμών διαθεσιμότητας8

			Στην περίπτωση της ταυτόχρονης μεταβολής (εδώ, μείωσης) της διαθεσιμότητας των περιορισμών μπορούμε να εξετάσουμε τυχόν αλλαγές στο βέλτιστο σημείο στα πλαίσια της ανάλυσης ευαισθησίας.

			Έστω για παράδειγμα ότι η διοίκηση της επιχείρησης επιδιώκει να μειώσει το συνολικό κόστος παράγωγης και αποφασίζει να μειώσει (οριακά) τις ώρες λειτουργίας των δύο μηχανημάτων.

			Τώρα οι περιορισμοί που αφορούν στις δύο μηχανές τύπου Α και Β, γίνονται:

			[image: ]

			Για να προσδιορίσουμε τον συνδυασμό ποσοτήτων που βελτιστοποιεί  βέλτιστη λύση σε αυτή την περίπτωση, λύνουμε εκ νέου το σύστημα των δυο εξισώσεων:

			[image: ]

			Παρατηρούμε ότι τώρα έχουμε διαφορετικό συνδυασμό βέλτιστων ποσοτήτων σε σχέση με την αρχική κατάσταση, έχουμε δηλαδή τις εξής αλλαγές:

			[image: ]

			Παρατηρώντας τις παραπάνω ποσότητες σε συνδυασμό με το παρακάτω σχήμα (Σχήμα 2.13), είναι εμφανές ότι τόσο η βέλτιστη λύση (όσο και η εφικτή περιοχή) έχουν αλλάξει. Επίσης, παρουσιάζεται και η ευθεία της αντικειμενικής συνάρτησης.

			[image: ]

			Σχήμα 2.13 Ταυτόχρονη μεταβολή των περιορισμών διαθεσιμότητας.

			ΠΡΟΣΟΧΗ: Στην περίπτωση της ταυτόχρονης μεταβολής των περιορισμών όπως φαίνεται παραπάνω, μπορούμε να συγκρίνουμε την τελική κατάσταση με την αρχική (πριν την μείωση διαθεσιμότητας) αλλά δεν μπορούμε να υπολογίσουμε Σκιώδη Τιμή για αυτή την μεταβολή. Είδαμε παραπάνω πώς κάθε Σκιώδης Τιμή συνδέεται με την οριακή μεταβολή ενός και μόνο περιορισμού ενώ στην παραπάνω περίπτωση έχουμε οριακή μεταβολή και των δύο περιορισμών και συνεπώς παρά το γεγονός ότι είναι δυνατό να υπολογιστεί η μεταβολή στην αντικειμενική συνάρτηση, η ποσότητα αυτή εν αποτελεί Σκιώδη Τιμή καθώς όπως προαναφέρθηκε έχει προκύψει από την μεταβολή και των δύο περιορισμών.

			2.4.5 Μεταβολή των συντελεστών συμμετοχής (κέρδους ή κόστους) των προϊόντων στην αντικειμενική συνάρτηση

			Η συγκεκριμένη περίπτωση αφορά σε μεταβολές στους συντελεστές κέρδους για κάποιο/α από προϊόντα (εδώ, αύξηση του συντελεστή κέρδους για το προϊόν 2), δηλαδή με άλλα λόγια αφορά στις μεταβολές που συμβαίνουν στην αντικειμενική συνάρτηση εξαιτίας αλλαγών στις τιμές των προϊόντων. Οι αλλαγές αυτές, όπως είναι φανερό, επηρεάζουν την κλίση της αντικειμενικής συνάρτησης και ακολουθούν αντίστοιχη συλλογιστική με αυτή των μεταβολών των περιορισμών διαθεσιμότητας των μηχανών του προβλήματος που παρουσιάστηκε παραπάνω.

			Ας υποθέσουμε για παράδειγμα, ότι αυξάνεται η τιμή του προϊόντος 2 κατά 10€ και γίνεται 110€. Η τιμή της αντικειμενικής συνάρτησης σε αυτή την περίπτωση αλλάζει ως εξής:[image: ]. Το παρακάτω σχήμα (Σχήμα 2.14) αποτυπώνει αυτή την αλλαγή στην κλίση της αντικειμενικής συνάρτησης.

			[image: ]

			Σχήμα 2.14 Μεταβολή των συντελεστών συμμετοχής (συντελεστών κέρδους) ενός εκ των προϊόντων στην αντικειμενική συνάρτηση - σενάριο 1.

			Παρατηρούμε ότι το βέλτιστο σημείο δεν άλλαξε με την αλλαγή της κλίσης της αντικειμενικής συνάρτησης.Στην συνέχεια, ας υποθέσουμε για παράδειγμα ότι αυξάνεται περαιτέρω η τιμή του προϊόντος 2 κατά 10€ και γίνεται 120€. Η τιμή της αντικειμενικής συνάρτησης σε αυτή την περίπτωση αλλάζει ως εξής: [image: ]. Το παρακάτω σχήμα (Σχήμα 2.15), αποτυπώνει αυτή την αλλαγή στην κλίση της αντικειμενικής συνάρτησης.

			[image: ]

			Σχήμα 2.15 Μεταβολή των συντελεστών συμμετοχής (συντελεστών κέρδους) ενός εκ των προϊόντων στην αντικειμενική συνάρτηση – σενάριο 2.

			Και σε αυτή την περίπτωση, παρατηρούμε ότι το βέλτιστο σημείο δεν άλλαξε με την αλλαγή της κλίσης της αντικειμενικής συνάρτησης. Επίσης παρατηρούμε, ότι σ’ αυτή την περίπτωση η κλίση της αντικειμενικής συνάρτησης είναι ίση με την κλίση της ευθείας του δεύτερου περιορισμού και ως εκ τούτου οι δυο ευθείες ταυτίζονται.

			Τέλος, ας υποθέσουμε για παράδειγμα ότι αυξάνεται περαιτέρω η τιμή του προϊόντος 2 κατά 20€ και γίνεται 140€. Σε αυτή την περίπτωση όμως, έχουμε αλλαγή του βέλτιστου σημείου όπως φαίνεται και από το παρακάτω σχήμα (Σχήμα 2.16).

			[image: ]

			Σχήμα 2.16 Μεταβολή των συντελεστών συμμετοχής (συντελεστών κέρδους) ενός εκ των προϊόντων στην αντικειμενική συνάρτηση – σενάριο 3.

			Όπως φαίνεται στο Σχήμα 2.16 παραπάνω, με την αλλαγή στον συντελεστή κέρδους (τιμή) του προϊόντος 2, η επιχείρηση έχει στρέψει εξ’ ολοκλήρου τους πόρους της στην παραγωγή του προϊόντος 2. Αυτή η περίπτωση είναι γνωστή ως λύση γωνίας, καθώς παράγεται ένα μόνο προϊόν.

			Παρατηρούμε λοιπόν ότι μεταβολές στον συντελεστή κέρδους του προϊόντος 2 από ένα σημείο και πέρα (δηλαδή, ορίζοντας συντελεστή κέρδους μεγαλύτερο από 120€ ανά μονάδα στην προκειμένη περίπτωση) η βέλτιστη λύση αλλάζει. Διαμορφώνεται δηλαδή ένα εύρος διακύμανσης εντός του οποίου υπάρχουν διαφορετικά επίπεδα κέρδους χωρίς να αλλάζει το βέλτιστο σημείο. Πιο συγκεκριμένα, από την ανάλυση ευαισθησίας παρατηρούμε ότι όταν οι συντελεστές κέρδους μεταβάλλονται ανάμεσα στα επιτρεπτά όρια τότε συμβαίνουν αλλαγές στην τιμή της αντικειμενικής συνάρτησης (εφόσον το προϊόν με τον αλλαγμένο συντελεστή κέρδους συνεισφέρει διαφορετικά στην αντικειμενική συνάρτηση) αλλά όχι στην βέλτιστη λύση.

			Ως τελευταία παρατήρηση σχετικά με την ανάλυση ευαισθησίας, θα πρέπει να αναφέρουμε ότι χρειάζεται ιδιαίτερη προσοχή όταν οι παράμετροι του μαθηματικού υποδείγματος δεν είναι δυνατόν να υπολογιστούν με ακρίβεια. Σε τέτοιες περιπτώσεις, είναι σημαντικό να μελετήσουμε την συμπεριφορά της λύσης σε μια “γειτονιά” τιμών των παραμέτρων.

			2.5 Αξιολόγηση ενός νέου προϊόντος και η χρησιμότητα των σκιωδών τιμών

			Η ανάλυση που έχει ως κεντρικό σημείο τις  σκιώδεις τιμές αποδεικνύεται ιδιαίτερα χρήσιμη ώστε να εντοπιστούν οι ζημιογόνοι περιορισμοί για τους οποίους είναι αναγκαίο η επιχείρηση να κάνει αλλαγές με σκοπό να βελτιωθούν τα κέρδη της. Επιπλέον, οι σκιώδεις τιμές μας βοηθούν να αξιολογήσουμε νέα προϊόντα τα οποία η επιχείρηση θα μπορούσε να παράγει με τους υπάρχοντες πόρους.

			Ας υποθέσουμε λοιπόν, ότι η επιχείρηση του παραδείγματος μας έχει αναπτύξει και ένα τρίτο προϊόν (προϊόν 3) που έχει υπολογιστεί ότι αποφέρει κέρδος 110€ ανά μονάδα αλλά η παραγωγή του απαιτεί 4 ώρες λειτουργίας από τον κάθε τύπο μηχανής (Α και Β). Αυτό που απασχολεί την διοίκηση της επιχείρησης είναι αν τελικά η μαζική παραγωγή του προϊόντος 3 είναι συμφέρουσα για την επιχείρηση.

			Είναι προφανές ότι για να είμαστε σε θέση να απαντήσουμε με ακρίβεια στο παραπάνω ερώτημα, θα πρέπει να διαμορφώσουμε και στην συνέχεια να λύσουμε εξαρχής το ΠΓΠ προκειμένου να προσδιορίσουμε τον ακριβή αριθμό μονάδων από το προϊόν 3 που θα πρέπει να παραχθούν. Αντί να λύσουμε ξανά το πρόβλημα, μπορούμε να πάρουμε μια γρήγορη εκτίμηση χρησιμοποιώντας τις σκιώδεις τιμές που υπολογίσαμε παραπάνω.

			Σε μια τέτοια περίπτωση, τα προϊόντα 1, 2 και 3 «ανταγωνίζονται» για τον διαθέσιμο χρόνο λειτουργίας των μηχανημάτων. Όπως φαίνεται στον παρακάτω πίνακα (Πίνακας 2.2), οι Σκιώδεις Τιμές των περιορισμών που υπολογίσαμε παραπάνω μας δείχνουν ότι:
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			Πίνακας 2.2 Αξιολόγηση νέου προϊόντος.

			Επίσης γνωρίζουμε ότι προκειμένου να παραχθεί 1 μονάδα προϊόντος 3 απαιτούνται 4 ώρες λειτουργίας της μηχανής κάθε τύπου και ως εκ τούτου μπορούμε να υπολογίσουμε το κόστος ευκαιρίας που έχει η κάθε μονάδα του προϊόντος 3. Το κόστος ευκαιρίας για την παραγωγή του προϊόντος 3 υπολογίζεται ως εξής:

			(Σκιώδης Τιμή του 1ου περιορισμού)*(Ώρες λειτουργίας της μηχανής τύπου Α) +

			(Σκιώδης Τιμή του 2ου περιορισμού)*(Ώρες λειτουργίας της μηχανής τύπου Β) =

			=10 * 4 + 20 * 4 = 120€

			Η τιμή των 120€ αντιστοιχεί στο κόστος της χαμένης ευκαιρίας παραγωγής για να παράγουμε τα προϊόντα 1 και 2. Εφόσον λοιπόν το αναμενόμενο ανά μονάδα κέρδος για το προϊόν 3 έχει υπολογιστεί στα 110€, παρατηρούμε ότι δεν είναι επαρκές για να καλύψει το κόστος ευκαιρίας παραγωγής του (εναλλακτικά, το κόστος ευκαιρίας της μη παραγωγής των προϊόντων 1 και 2) το οποίο όπως υπολογίσαμε ανέρχεται στα 120€. Προκύπτει λοιπόν ότι η παραγωγή του προϊόντος 3 κρίνεται ως μη συμφέρουσα για την επιχείρηση.

			Έστω τώρα ότι δημιουργήθηκε ένα ακόμη προϊόν, το προϊόν 4, το οποίο σύμφωνα με τις εκτιμήσεις της επιχείρησης αναμένεται να αποφέρει κέρδος 120€ ανά μονάδα αλλά η παραγωγή του απαιτεί 3 ώρες λειτουργίας από την μηχανή κάθε τύπου. Η διοίκηση της επιχείρησης διερωτάται αν συμφέρει η παραγωγή σε αυτή την περίπτωση.

			Ακολουθώντας την ίδια συλλογιστική, εκτιμούμε ότι το κόστος ευκαιρίας παραγωγής μιας μονάδας από το προϊόν 4 ανέρχεται στα 90€ (10*3+20*3) ενώ το αναμενόμενο κέρδος από την παραγωγή του ανέρχεται στα 120€. Εφόσον το αναμενόμενο κέρδος είναι μεγαλύτερο από το κόστος ευκαιρίας που συνεπάγεται η παραγωγή του προϊόντος 4, η επιχείρηση θα πρέπει να αναλογιστεί την περίπτωση να παράγει τουλάχιστον κάποιες μονάδες από το προϊόν 4.

			Θα πρέπει να γνωρίζουμε ότι τα παραπάνω δεν είναι επαρκή για να μας δείξουν πόσες μονάδες από το κάθε προϊόν πρέπει να παραχθούν ώστε να μεγιστοποιηθούν τα κέρδη της επιχείρησης. Όπως ήδη έχει αναφερθεί, για να απαντήσουμε με ακρίβεια σε αυτό το ερώτημα θα πρέπει  να διαμορφώσουμε ξανά το πρόβλημα του γραμμικού προγραμματισμού και να το λύσουμε εκ νέου.

			2.6 Διατύπωση προβλήματος γραμμικού προγραμματισμού: πρόβλημα ελαχιστοποίησης

			Εκτός από προβλήματα μεγιστοποίησης, συχνά καλούμαστε να επιλύσουμε και προβλήματα γραμμικού προγραμματισμού κατά τα οποία αντικειμενικός σκοπός της μονάδας λήψης απόφασης είναι η εύρεση των βέλτιστων σημείων ώστε τα τελευταία να ελαχιστοποιούν την τιμή της αντικειμενικής συνάρτησης. Η συλλογιστική που ακολουθείται σε αυτές τις περιπτώσεις προκειμένου να σχηματίσουμε το μαθηματικό υπόδειγμα αλλά και να προβούμε σε ανάλυση ευαισθησίας των περιορισμών, είναι κοινή με αυτήν των προβλημάτων μεγιστοποίησης. Παρακάτω ακολουθεί ένα παράδειγμα προβλήματος ελαχιστοποίησης.

			2.6.1 Παράδειγμα προβλήματος ελαχιστοποίησης

			Ένας κτηνοτρόφος επιθυμεί να προετοιμάσει ένα μείγμα από τις τροφές Α και Β. Κάθε κιλό της τροφής Α περιέχει 120 γραμμάρια πρωτεΐνες, 56 γραμμάρια υδατάνθρακες, 103 γραμμάρια λίπη και κοστίζει 24 ευρώ. Κάθε κιλό της τροφής Β περιέχει 60 γραμμάρια πρωτεΐνες, 112 γραμμάρια υδατάνθρακες και 120 γραμμάρια λίπη και κοστίζει 18 ευρώ. Το μείγμα πρέπει να περιέχει τουλάχιστον 480 γραμμάρια πρωτεΐνες, 448 γραμμάρια υδατάνθρακες και 720 γραμμάρια λίπη. Ο κτηνοτρόφος θέλει να παρασκευάσει το μείγμα κατά τέτοιο τρόπο που να πληρούνται οι περιορισμοί και να έχει το ελάχιστο δυνατό κόστος. 

			Αν x1 και x2 είναι οι ποσότητες (σε κιλά) των τροφών Α και Β που θα αποτελέσουν το μείγμα με το ελάχιστο κόστος τότε το πρόβλημα σε μαθηματική μορφή είναι:

			[image: ]

			Η σχέση αυτή εκφράζει την οικονομική ή αντικειμενική συνάρτηση της οποίας ζητάμε το ελάχιστο. Στο πρόβλημα αυτό, θα έχουμε ένα σύστημα περιορισμών με τρεις ανισώσεις, όπως φαίνετια στον παρακάτω πίνακα (Πίνακας 2.3):

			
				
					
					
				
				
					
							
							Περιορισμός πρωτεϊνών
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							Περιορισμός υδατανθρακών
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							Περιορισμός λιπών
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			Πίνακας 2.3 Παράδειγμα προβλήματος ελαχιστοποίησης – σύνολο περιορισμών.

			Συνοψίζοντας τα παραπάνω, το μαθηματικό υπόδειγμα διαμορφώνεται ως εξής:

			[image: ]

			Όπως και στο πρόβλημα μεγιστοποίησης, αρχικά κάνουμε τη γραφική επίλυση του συστήματος των περιορισμών αγνοώντας τις ανισότητες και αντιμετωπίζοντας τους περιορισμούς ως ισότητες ακριβώς μηδενίζοντας εναλλάξ τις μεταβλητές x1 και x2 ώστε να υπολογίσουμε τα σημεία τομής με τους άξονες, όπως και στην περίπτωση του προβλήματος μεγιστοποίησης. Εξαιτίας του περιορισμού μη-αρνητικότητας (τελευταίος περιορισμός παραπάνω) των ποσοτήτων των μεταβλητών απόφασης x1 και x2, θα εργασθούμε μόνο στο θετικό τεταρτημόριο του ορθογωνίου συστήματος συντεταγμένων (καρτεσιανό επίπεδο) όπως ακριβώς και στην περίπτωση του προβλήματος μεγιστοποίησης.

			Σ’ αυτή την περίπτωση, θα έχουμε  [image: ],  [image: ] και [image: ]. Χρησιμοποιώντας το Graph και σε αυτή την περίπτωση, μπορούμε να παραστήσουμε γραφικά τους περιορισμούς και να προσδιορίσουμε την εφικτή περιοχή. Στο παρακάτω σχήμα (Σχήμα 2.17) φαίνονται οι περιορισμοί:
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			Σχήμα 2.17 Οι περιορισμοί του προβλήματος.

			Με βάση τα παραπάνω, η  εφικτή περιοχή είναι η περιοχή είναι το χωρίο που βρίσκεται στο κάτω από τους περιορισμούς, δηλαδή η περιοχή που ορίζεται από το καφέ πλαίσιο, όπως φαίνεται στο σχήμα παρακάτω (Σχήμα 2.18).

			[image: ]

			Σχήμα 2.18 Οι περιορισμοί του προβλήματος και η εφικτή περιοχή.

			Θα πρέπει να σημειώσουμε, όπως ήδη έχει προαναφερθεί, ότι λαμβάνοντας υπόψη τις ανισότητες θα μπορέσουμε για κάθε ευθεία να καθορίσουμε το ημι-επίπεδο που αναπαριστά ο κάθε περιορισμός. Στην συνέχεια και για τις διαφορετικές (ωστόσο αυθαίρετες) τιμές της αντικειμενικής συνάρτησης, την αναπαριστάνουμε γραφικά όπως και σε προηγουμένη ενότητα (βλέπε Σχήμα 2.3).

			Ωστόσο επειδή στην προκειμένη περίπτωση έχουμε πρόβλημα ελαχιστοποίησης, ενδιαφερόμαστε για την ελάχιστη τιμή της αντικειμενικής συνάρτησης, αν και στην προκειμένη περίπτωση, το σύστημα έχει άπειρες λύσεις εφόσον η εφικτή περιοχή είναι μη-φραγμένο σύνολο, δηλαδή υπάρχουν άπειροι συνδυασμοί x1 και x2 που το ικανοποιούν. 

			Ως εκ τούτου, υπάρχει μία από τις κορυφές της εφικτής περιοχής (που βρίσκεται πάνω στην πολυγωνική γραμμή) η οποία μας δίνει τον βέλτιστο συνδυασμό των x1 και x2 και ελαχιστοποιεί την αντικειμενική συνάρτηση. Για την εύρεση της «καλύτερης κορυφής» βρίσκουμε την κλίση της αντικειμενικής συνάρτησης.

			Η κορυφή που απέχει λιγότερο (εφόσον έχουμε πρόβλημα ελαχιστοποίησης θέλουμε την ελάχιστη απόσταση) από την ευθεία [image: ] είναι αυτή που διέρχεται από την αρχή των αξόνων [image: ] και συνεπώς είναι η «καλύτερη κορυφή». Έτσι έχουμε:
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			και συνεπώς η κλίση είναι: [image: ].

			Παρατηρούμε ότι το σημείο τομής του περιορισμού των πρωτεϊνών (κόκκινη γραμμή) και του περιορισμού λίπους (μπλε γραμμή) όπως φαίνεται στο Σχήμα 2.19 παρακάτω, απέχει λιγότερο από την ευθεία που περνάει νοητά από την αρχή των αξόνων και συνεπώς οι συντεταγμένες του σημείου αυτού ελαχιστοποιούν την αντικειμενική συνάρτηση. Για την εύρεση των συντεταγμένων αυτών, λύνεται το σύστημα των ευθειών που η τομή τους είναι το σημείο Γ και το σημείο τομής του θα προσδιορίσει τον συνδυασμό ποσοτήτων που βελτιστοποιούν την αντικειμενική συνάρτηση. Δηλαδή:
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			Ενώ η τιμή της αντικειμενικής συνάρτησης είναι:
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			Συνεπώς, αν ο κτηνοτρόφος θέλει το μείγμα από τις τροφές Α και Β να του κοστίζει το λιγότερο δυνατόν και ταυτόχρονα να πληροί τους περιορισμούς ως προς το ελάχιστο των πρωτεϊνών, υδατανθράκων και λιπών, πρέπει να αναμίξει 1,752 κιλά της τροφής Α με 4,496 κιλά της τροφής Β ενώ σε αυτή την περίπτωση το κόστος του μείγματος αυτών θα είναι €122,98. Το παρακάτω σχήμα (Σχήμα 2.19) αποτυπώνει το πρόβλημα και την λύση του.

			[image: ]

			Σχήμα 2.19 Οι περιορισμοί του προβλήματος, η αντικειμενική συνάρτηση και το βέλτιστο σημείο.

			2.7 Ειδικές περιπτώσεις

			Στην ενότητα αυτή θα παρουσιάσουμε κάποιες ειδικές περιπτώσεις που αφορούν στην γραφική επίλυση.

			2.7.1 Φραγμένο πρόβλημα γραμμικού προγραμματισμού

			Έστω το πρόβλημα μεγιστοποίησης:
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			Το παρακάτω σχήμα (Σχήμα 2.20), απεικονίζει τους περιορισμούς του προβλήματος και ορίζει και την εφικτή περιοχή.

			[image: ]

			Σχήμα 2.20 Ειδική περίπτωση 1 - Φραγμένο πρόβλημα γραμμικού προγραμματισμού.

			Η αντικειμενική συνάρτηση θα περνάει από το βέλτιστο σημείο όπως φαίνεται στο παρακάτω σχήμα (Σχήμα 2.21).
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			Σχήμα 2.21 Ειδική περίπτωση 1 - Φραγμένο πρόβλημα γραμμικού προγραμματισμού και αντικειμενική συνάρτηση.

			2.7.2 Μη-φραγμένο πρόβλημα γραμμικού προγραμματισμού

			Έστω το πρόβλημα μεγιστοποίησης:
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			Το παρακάτω σχήμα (Σχήμα 2.22), απεικονίζει τους περιορισμούς του προβλήματος και ορίζει και την εφικτή περιοχή.
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			Σχήμα 2.22 Ειδική περίπτωση 2 – Μη-φραγμένο πρόβλημα γραμμικού προγραμματισμού.

			Ενώ, η αντικειμενική συνάρτηση περνάει από το σημείο τομής του πρώτου και του δεύτερου περιορισμού, όπως φαίνεται από το παρακάτω σχήμα (Σχήμα 2.23). Θα πρέπει να γνωρίζουμε ότι, στην περίπτωση του μη-φραγμένου προβλήματος, η αντικειμενική συνάρτηση μπορεί να αυξηθεί ανεξέλεγκτα εφόσον το σύνολο των δυνατών λύσεων δεν είναι φραγμένο.
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			Σχήμα 2.23 Ειδική περίπτωση 2 – Μη-φραγμένο πρόβλημα γραμμικού προγραμματισμού και αντικειμενική συνάρτηση.

			2.7.3 Αμοιβαίως αποκλειόμενοι περιορισμοί

			Έστω το πρόβλημα μεγιστοποίησης:
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			Το παρακάτω σχήμα (Σχήμα 2.24), αποτελεί την γραφική απεικόνιση του παραπάνω προβλήματος. Παρατηρούμε ότι σ’ αυτή την περίπτωση η εφικτή περιοχή είναι το κενό σύνολο καθώς οι δύο περιορισμοί δεν τέμνονται σε κάποιο σημείο.

			[image: ]

			Σχήμα 2.24 Ειδική περίπτωση 3 - Αμοιβαίως αποκλειόμενοι περιορισμοί.

			Προφανώς το συγκεκριμένο πρόβλημα δεν έχει καμία λύση και συνεπώς δεν μπορεί να επιτευχθεί αριστοποίηση.

			2.7.4 Η περίπτωση της εκφυλισμένης βέλτιστης λύσης: πλεονάζον περιορισμός

			Έστω το πρόβλημα μεγιστοποίησης:
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			Το παρακάτω σχήμα (Σχήμα 2.25), αποτελεί την γραφική απεικόνιση του παραπάνω προβλήματος. Παρατηρούμε ότι σ’ αυτή την περίπτωση στον σχηματισμό της εφικτής περιοχής συμμετέχουν μόνο οι τρείς (3) από τους περιορισμούς του προβλήματος μεγιστοποίησης ενώ ο τελευταίος όχι. Σε τέτοιες περιπτώσεις, όπου δεν συμμετέχουν όλοι οι περιορισμοί του προβλήματος στον σχηματισμό της εφικτής περιοχής, οι περιορισμοί που δεν συμμετέχουν λέγονται πλεονασματικοί και η λύση που προκύπτει λέγεται εκφυλισμένη. Στην θεωρία, υπάρχουν τεχνικές εντοπισμού των πλεοναστικών περιορισμών αλλά η περιγραφή τέτοιων μεθόδων ξεφεύγει από τους σκοπούς του παρόντος συγγράμματος.
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			Σχήμα 2.25 Ειδική περίπτωση 4 - Εκφυλισμένη βέλτιστη λύση και ύπαρξη πλεονάζοντος περιορισμού.

			2.7.5 Η περίπτωση της απειρίας λύσεων: κυρτός συνδυασμός

			Στην περίπτωση κατά την οποία περισσότερες από μια κορυφές της εφικτής περιοχής μεγιστοποιούν την αντικειμενική συνάρτηση, τότε προκύπτει απειρία λύσεων καθώς οποιοσδήποτε κυρτός συνδυασμός των κορυφών αυτών ενδεχομένως να αποτελεί βέλτιστη λύση. Μια τέτοια περίπτωση απεικονίζεται στο παρακάτω σχήμα (Σχήμα 2.26).
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			Σχήμα 2.26 Ειδική περίπτωση 5 - Απειρία λύσεων και κυρτός συνδυασμός.

			Το συγκεκριμένο παράδειγμα μας επιτρέπει να διατυπώσουμε μια από τις πιο γνωστές προτάσεις που αφορούν στα προβλήματα γραμμικού προγραμματισμού και δηλώνει ότι όταν η βέλτιστη λύση ενός ΠΓΠ δεν είναι μια και μοναδική, υπάρχουν άπειρες βέλτιστες λύσεις.

			2.8 Σύνδεση με τον κατάλογο Ανοικτών Μαθημάτων

			Στα πλαίσια του έργου Ανοικτά Ακαδημαϊκά Μαθήματα και συγκεκριμένα όσον αφορά στο Τμήμα Οικονομικών Επιστημών του Πανεπιστημίου Πατρών, οι συγγραφείς έχουν αναπτύξει ψηφιακό υλικό με μορφή διαφανειών και βίντεο-διαλέξεων, για το μάθημα “Επιχειρησιακή Έρευνα (Εφαρμογές με το Λογισμικό R)” το οποίο αφορά τόσο στα θέματα που θα παρουσιαστούν στο παρόν σύγγραμμα όσο και στον τρόπο που προσεγγίζεται και διδάσκεται από τους συγγραφείς στο Τμήμα Οικονομικών Επιστημών του Πανεπιστημίου Πατρών. 

			Το υλικό του μαθήματος είναι ελεύθερο στον ενδιαφερόμενο χρήστη μέσω της πλατφόρμας ασύγχρονης τηλεκπαίδευσης του Πανεπιστημίου Πατρών για το Τμήμα Οικονομικών Επιστημών (ECON1318) ενώ το υλικό που σχετίζεται με το παρόν κεφάλαιο μπορεί να βρεθεί εδώ.

			2.9 Σύνοψη Δευτέρου Κεφαλαίου και Διδακτικοί Σκοποί

			Το παρόν κεφάλαιο σκοπό είχε να παρουσιάσει τα βασικά συστατικά ενός προβλήματος γραμμικού προγραμματισμού (ΠΓΠ), την γραφική επίλυση ΠΓΠ η οποία αποτελεί μια εισαγωγή στις μεθόδους που θα αναλυθούν σε κατοπινά κεφάλαια του παρόντος συγγράμματος καθώς και να παρουσιάσει την ανάλυση ευαισθησίας των περιορισμών από την οποία μπορούμε να εξάγουμε χρήσιμα συμπεράσματα για την αξιοπιστία της βέλτιστης λύσης που έχει υπολογιστεί. Από την ανάλυση ευαισθησίας των περιορισμών προκύπτουν οι Σκιώδεις Τιμές που αφορούν στην μεταβολή της τιμής της αντικειμενικής συνάρτησης που προκύπτουν από οριακές μεταβολές των ποσοτήτων των διαθέσιμων πόρων και δεν είναι δυνατόν να υπολογιστούν με διαφορετικό τρόπο πέρα από τις μεθόδους του Γραμμικού Προγραμματισμού.

			Επίσης, παρουσιάστηκε ο τρόπος με τον οποίο το πρόβλημα διατυπώνεται σε μαθηματικό υπόδειγμα και με την χρήση του ελεύθερου λογισμικού Graph αναπαραστήσαμε την εφικτή περιοχή που προκύπτει από τους περιορισμούς του προβλήματος αλλά και την βέλτιστη λύση του προβλήματος η οποία αντιστοιχεί στο σημείο τομής των περιορισμών. Παρά το γεγονός ότι η γραφική επίλυση, αντικειμενικά, δεν χαρακτηρίζεται από ιδιαίτερη δυσκολία στην εφαρμογή της είναι αρκετά περιοριστική διότι από την μια πλευρά, μπορεί να αναπαραστήσει πολλούς περιορισμούς ταυτόχρονα αλλά από την άλλη, δεν μπορεί να αναπαραστήσει περισσότερες από δύο μεταβλητές απόφασης καθώς δεν μπορούν να απεικονιστούν γραφικά στο καρτεσιανό επίπεδο.

			Τέλος, παρουσιάστηκαν κάποιες ειδικές περιπτώσεις ΠΓΠ που ενδεχομένως να αντιμετωπίσουμε ανάλογα με την φύση του προβλήματος.

			Μετά το τέλος αυτού του κεφαλαίου, μεταξύ άλλων, ο αναγνώστης θα πρέπει να είναι σε θέση:

			
					να χειρίζεται με ευχέρεια τους βασικούς ορισμούς και έννοιες σχετικά με την σύνθεση των ΠΓΠ.

					να σχηματίσει την αντικειμενική συνάρτηση και τους αντίστοιχους περιορισμούς των ΠΓΠ.

					να χρησιμοποιήσει το λογισμικό Graph ώστε να αναπαραστήσει τα παραπάνω στο καρτεσιανό επίπεδο είτε πρόκειται για πρόβλημα μεγιστοποίησης ή ελαχιστοποίησης.

					να προβεί σε ανάλυση ευαισθησίας των περιορισμών ώστε να υπολογίσει τις Σκιώδεις Τιμές των περιορισμών και να τις ερμηνεύσει σωστά.

					να έχει κατανοήσει ότι κάθε περιορισμός συνδέεται με μια Σκιώδη Τιμή καθώς και για ποιον λόγο είναι απαραίτητη η ανάλυση ευαισθησίας της βέλτιστης λύσης.

					να αναγνωρίζει τις ειδικές περιπτώσεις ΠΓΠ.

			

			

			
				
					2  Για λόγους απλότητας, η επίλυση ΠΓΠ με τρεις μεταβλητές απόφασης μέσω της Γραφικής Επίλυσης, ξεφεύγει από τους σκοπούς του παρόντος κεφαλαίου και δεν παρουσιάζεται.

				

				
					3 Σημειώστε πως η απαίτηση μη-αρνητικότητας των μεταβλητών απόφασης περιορίζει τον εφικτό χώρο του προβλήματος στο πρώτο τεταρτημόριο στις δύο διαστάσεις ή στο ‘μη-αρνητικό’ σύνολο λύσεων στη γενική περίπτωση.

				

				
					4  Η ανάλυση ευαισθησίας θα περιγραφεί και θα αποτελέσει αντικείμενο μελέτης του Κεφαλαίου 6 του παρόντος συγγράμματος.

				

				
					5 Βλέπε Παράρτημα 2.

				

				
					6 Η Δυικότητα παρουσιάζεται στο Κεφάλαιο 5 του παρόντος συγγράμματος.

				

				
					7 Αυτός ο τύπος μπορεί να γενικευτεί και στην περίπτωση των περισσοτέρων από δυο μεταβλητών αλλά μέσω της Γραφικής Επίλυσης είναι επίπονο να υπολογιστούν όλες οι αλλαγές αλγεβρικά. Σε τέτοιες περιπτώσεις απευθυνόμαστε σε εξειδικευμένα πακέτα βελτιστοποίησης μέσω προγραμμάτων όπως το R και αποτελεί το αντικείμενο του Κεφαλαίου 4 του παρόντος συγγράμματος.

				

				
					8 Η ίδια συλλογιστική εφαρμόζεται και στις περιπτώσεις όπου έχουμε όλους τους δυνατούς συνδυασμούς μεταβολών στις διαθέσιμες ποσότητες (δεξιά μέλη) των περιορισμών π.χ. αύξηση και των δύο μελών, αύξηση του ενός και μείωση του άλλου κ.ο.κ
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			ΚΕΦΑΛΑΙΟ ΤΡΙΤΟ: Η Μέθοδος Simplex9

			Σύνοψη 

			Το βασικό πρόβλημα του γραμμικού προγραμματισμού αφορά στην βελτιστοποίηση της αντικειμενικής συνάρτησης η οποία εξαρτάται από πολλές μεταβλητές που υπόκεινται σε ένα σύνολο περιορισμών. Στο παρόν κεφάλαιο παρουσιάζεται το θεωρητικό υπόβαθρο της μεθόδου Simplex που αναπτύχθηκε από τον Dantzig το 1947. Δίνεται έμφαση στα θεωρήματα που την πλαισιώνουν ενώ παρουσιάζεται μέσω παραδειγμάτων η επαναληπτική της διαδικασία κατά την οποία σε κάθε επανάληψη η λύση μετακινείται σε ένα νέο ακρότατο σημείο που βελτιώνει την αξία της αντικειμενικής συνάρτησης.

			3.1 Εισαγωγή

			Στο προηγούμενο κεφάλαιο μελετήθηκε εκτενώς η επίλυση ενός προβλήματος γραμμικού προγραμματισμού με δύο μεταβλητές και μόνο περιορίζοντας το στον χώρο των δύο διαστάσεων. Ωστόσο, η αυξανόμενη πολυπλοκότητα αρκετών προβλημάτων οικονομικής και όχι μόνο φύσεως  ανάγει τον αριθμό των μεταβλητών απόφασης σε περισσότερες από δύο. Τα προβλήματα αυτά που ικανοποιούν την παραπάνω συνθήκη επιλύονται με βάση την μέθοδο Simplex. Η μέθοδος αυτή ανακαλύφθηκε και αναπτύχθηκε από τον Dantig (1947) και την ομάδα του που είχε την ονομασία SCOOP (Scientific Computation of Optimum Programs) την περίοδο που εργάζονταν στο Πεντάγωνο των Ηνωμένων Πολιτειών της Αμερικής με σκοπό την ανάπτυξη βέλτιστων μηχανισμών εκπαίδευσης και συντήρησης όλου του μηχανικού εξοπλισμού. Μετέπειτα, διάφοροι ερευνητές ανακάλυψαν αλγορίθμους οι οποίοι βελτίωσαν την διαδικασία επίλυσης της μεθόδου Simplex (π.χ. Khachiyan, 1979; Karmakar, 1984)

			3.2 Τυπική μορφή προβλήματος γραμμικού προγραμματισμού

			Ένα πρόβλημα γραμμικού προγραμματισμού θα καλούμε ότι είναι σε τυπική μορφή όταν είναι πρόβλημα μεγιστοποίησης, όλοι του οι περιορισμοί είναι εξισώσεις με μη-αρνητικούς τους σταθερούς τους όρους και όλες οι μεταβλητές αποφάσεως είναι μη-αρνητικές. Στην περίπτωση που κάποια ή όλες από τις παραπάνω προϋποθέσεις δεν ικανοποιείται, θα πρέπει να προχωρήσουμε σε μετατροπή του προβλήματος σε τυπική μορφή με βάση τους παρακάτω κανόνες.

			3.3 Περιγραφή της Μεθόδου Simplex

			Πριν περάσουμε στην αναλυτική-μαθηματική παρουσίαση της συγκεκριμένης μεθόδου θα χρησιμοποιήσουμε μια περιγραφική παρουσίαση αυτής κατά την οποία και θεωρούμε ότι θα αναπτυχτούν τα ανάλογα ερωτήματα που θα χρειαστούν για την εισαγωγή του θεωρητικού μέρους. 

			Ας υποθέσουμε ότι έχουμε να επιλύσουμε το παρακάτω πρόβλημα γραμμικού προγραμματισμού το οποίο βρίσκεται σε τυπική μορφή. Σκοπός μας είναι να παρέχουμε μια απλή και περιγραφική διαδικασία για το πώς αυτό το πρόβλημα θα λυθεί με την συγκεκριμένη μέθοδο.

			[image: ]

			Το συγκεκριμένο πρόβλημα θα μπορούσε και να αποδοθεί ως:

			[image: ]

			Αρχικά για να σχηματίσουμε τον πρώτο πίνακα του προβλήματος γραμμικού προγραμματισμού θα πρέπει να υπολογίσουμε-εντοπίσουμε μια βάση της λύσης. 

			Με τον όρο βάση εννοούμε τα διανύσματα της μορφής [image: ]  του διανυσματικού χώρου [image: ]. Δηλαδή, τις στήλες από τα [image: ] που σχηματίζουν τον [image: ] πίνακα. Στην δεύτερη στήλη [image: ] του πρώτου πίνακα, εισάγουμε τους αντίστοιχους συντελεστές της βάσης όπως αυτοί εμφανίζονται στην αντικειμενική συνάρτηση [image: ]. Στην τρίτη τώρα στήλη του πρώτου πίνακα [image: ], εισέρχεται η στήλη το διάνυσμα των διαθέσιμων ποσοτήτων, [image: ]. Τέλος, στις επόμενες στήλες τοποθετούμε τους συντελεστές των μεταβλητών όπως αυτές εμφανίζονται στο σύστημα περιορισμών του προβλήματος το οποίο βρίσκεται πάντα σε τυπική μορφή. Με βάση τα παραπάνω, ο πρώτος πίνακας Simplex σχηματίζεται ως εξής (Πίνακας 3.1):
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			Πίνακας 3.1 Κατασκευή πίνακα Simplex - 1.

			Στην στήλη δίπλα στο [image: ] εμφανίζονται οι συντελεστές όπως αυτοί βρίσκονται στην αντικειμενική συνάρτηση. Οι κενές θέσεις στον πίνακα συμπληρώνονται με τα άγνωστα μέχρι στιγμής στοιχεία [image: ], όπως φαίνεται στον παρακάτω πίνακα (Πίνακας 3.2). 
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			Πίνακας 3.2 Κατασκευή πίνακα Simplex - 2.

			Το ερώτημα που προκύπτει είναι το πως όμως υπολογίζονται οι τιμές των στοιχείων αυτών. Σε αυτό το σημείο, θα πρέπει να κάνουμε τον διαχωρισμό και να αναφέρουμε ότι για [image: ] τα στοιχεία αυτά υπολογίζονται ως το εσωτερικό γινόμενο των διανυσμάτων [image: ]. Άρα το [image: ] ενώ τα υπόλοιπα υπολογίζονται με βάση των εξής τύπο [image: ]. 

			Εάν τώρα κάνουμε τις αντίστοιχες πράξεις, θα έχουμε ότι ο πίνακάς μας παίρνει την παρακάτω μορφή (Πίνακας 3.3):
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			Πίνακας 3.3 Κατασκευή πίνακα Simplex - 3.

			Να σημειώσουμε ότι τα υπολογισμένα στοιχεία στις θέσεις [image: ] και [image: ] είναι ίσα με μηδέν. Ενώ θα πρέπει να αναφέρουμε πως το στοιχείο 7, της τρίτης στήλης στην τελευταία γραμμή του πίνακα αναφέρεται ως οδηγό στοιχείο (Πίνακας 3.4). 
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			Πίνακας 3.4 Κατασκευή πίνακα Simplex - 4.

			Ορισμός 1: καθορίζουμε ως εισερχόμενη στην βάση μεταβλητή την μεταβλητής της οποίας η υπολογισμένη αντίστοιχα τιμή της αντικειμενικής συνάρτησης είναι μεγαλύτερη. Όπως μπορούμε να παρατηρήσουμε στο παράδειγμά μας ουσιαστικά πρόκειται για την μεταβλητή x2 . Προφανώς μιλώντας για μεταβλητή που θα εισέλθει στην βάση μας κάποια θα πρέπει να εξέλθει.

			 Ορισμός 2: Καθορίζουμε ως εξερχόμενη μεταβλητή από την βάση την μεταβλητή η οποία έχει την μικρότερη τιμή [image: ].

			Συνεπώς, θα πρέπει να απαντήσουμε στο ερώτημα για το πώς θα υπολογίσουμε τις παραμέτρους [image: ] και [image: ]που αναφέρονται στην παράμετρο [image: ]. Ο υπολογισμός γίνεται με βάση τα στοιχεία της στήλης [image: ] και της στήλης που θα εισέλθει στην βάση. Πιο συγκεκριμένα, είναι ο λόγος τους και ως εκ τούτου θα μπορούσαμε να υπολογίσουμε τα ως εξής: [image: ]. 

			Άρα τελικά, ο πίνακας έχει την μορφή που φαίνεται παρακάτω (Πίνακας 3.5).
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			Πίνακας 3.5 Κατασκευή πίνακα Simplex - 5.

			Ως οδηγό στοιχείο λοιπόν μπορούσαμε να ορίσουμε αυτό που αντιστοιχεί στο στοιχείο της γραμμής που βρίσκεται η εξερχόμενη μεταβλητή καθώς και η εισερχόμενη μεταβλητή (συνεπώς το 3). Αντικαθιστούμε λοιπόν στην πρώτη στήλη της βάσης την εξερχομένη μεταβλητή με την εισερχόμενη και προκύπτει ο παρακάτω πίνακας (Πίνακας 3.6).
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			Πίνακας 3.6 Κατασκευή πίνακα Simplex - 6.

			Για να γεμίσουμε με στοιχεία τον δεύτερο πίνακα θα πρέπει να υπολογίσουμε ότι το οδηγό στοιχείο θα πρέπει να ισούται με την μονάδα (διαιρείται με το 1/3). Οπότε στην παρούσα φάση, ο Πίνακας 3.6 μετατρέπεται στον Πίνακα 3.7, όπως φαίνεται παρακάτω: 
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			Πίνακας 3.7 Κατασκευή πίνακα Simplex - 7.

			Κάνοντας τις κατάλληλες γραμμοπράξεις, επιθυμούμε το στοιχείο κάτω από τον οδηγό στοιχείο να γίνει μηδέν. Οπότε, πολλαπλασιάζουμε την πρώτη γραμμή με (-1) και την προσθέτουμε στην δεύτερη οπότε ο Πίνακας 3.7, παίρνει την παρακάτω μορφή (Πίνακας 3.8):
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			Πίνακας 3.8 Κατασκευή πίνακα Simplex - 8.

			Χρησιμοποιώντας την ίδια λογική υπολογίζουμε τις τιμές των [image: ] και προκύπτει ο παρακάτω πίνακας (Πίνακας 3.9).
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			Πίνακας 3.9 Κατασκευή πίνακα Simplex - 9.

			Όπως μπορούμε να παρατηρήσουμε, η μεγαλύτερη θετική τιμή αντιστοιχεί στην μεταβλητή x1. Διαιρώντας τώρα με τις τιμές της μεταβλητής παίρνουμε τα [image: ] και [image: ], όπως φαίνεται και στον παρακάτω πίνακα (Πίνακας 3.10):
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			Πίνακας 3.10 Κατασκευή πίνακα Simplex - 10.

			Η εισερχόμενη μεταβλητή είναι η x1 ενώ η εξερχόμενη η x4. Πολλαπλασιάζοντας με 3/4 παίρνουμε τον οδηγό στοιχείο, το οποίο βρίσκεται στην δέυτερη στήλη και στην Τρίτη γραμμή του κύριου μέρους του πίνακα Simplex, όπως απεικονίζεται στον παρακάτω πίνακα (Πίνακας 3.11).
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			Πίνακας 3.11 Κατασκευή πίνακα Simplex – 11.

			Εάν τώρα πολλαπλασιάσουμε την γραμμή που αναφέρεται το στοιχείο x1 με (-2/3) και προσθέσουμε στην από πάνω γραμμή θα προκύψει ο παραπάτω πίνακας (Πίνακας 3.12):
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			Πίνακας 3.12 Κατασκευή πίνακα Simplex - 12.

			Υπολογίζοντας τώρα τις τιμές των [image: ], προκύπτει ο παρακάτω πίνακας (Πίνακας 3.13):
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			Πίνακας 3.13 Κατασκευή πίνακα Simplex - 13.

			Η διαδικασία μας μέσω της μεθόδου Simplex σε αυτό το σημείο έχει τελειώσει καθώς στην γραμμή της αντικειμενικής συνάρτησης οι υπολογισμένες ποσότητες έχουν τιμές μικρότερες ή ίσες του μηδενός. Η κορυφή της βέλτιστης λύσης δίνεται από τα στοιχεία της στήλης b και της πρώτης στήλης.

			3.4 Θεωρητική προσέγγιση της Μεθόδου Simplex

			Σ’ αυτό το τμήμα του κεφαλαίου θα προσπαθήσουμε να δώσουμε μια περισσότερο θεωρητική προσέγγιση σχετικά με τον τρόπο με τον οποίο προκύπτει μια εφικτή λύση ενός προβλήματος γραμμικού προγραμματισμού καθώς και με ποιόν τρόπο επιτυγχάνεται η συγκεκριμένη λύση. 

			Αρχικά, παρατίθενται κάποιες βασικές έννοιες που αφορούν βασικά στοιχεία για την κατανόηση της λύσης:

			
					Κυρτό Σύνολο: ένα σύνολο C καλείται κυρτό εάν [image: ].

					Εφικτό Σημείο: καλείται το σημείο του οποίου οι συντεταγμένες του ικανοποιούν όλους τους περιορισμούς. Ο χώρος των εφικτών σημείων καλείται εφικτός χώρος ενώ βέλτιστο σημείο αυτό που μας δίνει την βέλτιστη τιμή της αντικειμενικής συνάρτησης.

					Eσωτερικό σημείο συνόλου: εάν υπάρχει ανοικτή σφαίρα [image: ], τότε ένα σημείο θα καλείται συνοριακό όταν [image: ]

					Ακρότατο συνοριακό σημείο καλείται αυτό που δεν μπορεί αν εκφραστεί ως γραμμικός κυρτός συνδυασμός δύο διακεκριμένων σημείων του συνόλου.

			

			Όπως έχουμε ήδη παρατηρήσει στα προβλήματα γραμμικού προγραμματισμού οι εξισώσεις των περιορισμών μπορούν να γραφούν ως εξής:

			[image: ]

			Οι παραπάνω εξισώσεις μπορούν να γραφτούν με την μορφή πινάκων ως εξής: [image: ] όπου:

			[image: ],

			Εάν θελήσουμε τώρα να δώσουμε τον πίνακα Α υπό την μορφή ενός διανύσματος, θα πρέπει να σημειώσουμε ότι [image: ]. Ας θεωρήσουμε τώρα ότι κάποιες από τις μεταβλητές που αντιστοιχούν σε ορισμένα από τα n διανύσματα του πίνακα Α ισούται με μηδέν τότε θα έχουμε μια μόνο λύση από τις εναπομείνασες μεταβλητές (βασικές), εάν τα διανύσματα είναι γραμμικά ανεξάρτητα10.

			Όπως έχουμε ήδη πει, η κανονική μορφή ενός προβλήματος γραμμικού προγραμματισμού μπορεί να δοθεί με την ακόλουθη μορφή:

			[image: ]

			Ωστόσο, το συγκεκριμένο πρόβλημα με την εισαγωγή των αρνητικών m μεταβλητών στον αριθμό περιθωρίων μεταβλητών, μπορεί να αποδοθεί ως εξής:

			[image: ]

			Το συγκεκριμένο πρόβλημα μεγιστοποίησης μπορεί να γραφεί χρησιμοποιώντας μια ισοδύναμη μορφή και ως:

			[image: ]

			Θα πρέπει να παρατηρήσουμε σε αυτό το σημείο, ότι το διάνυσμα x περιέχει και τις m περιθώριες μεταβλητές. Ενώ το διάνυσμα των συντελεστών του x στην αντικειμενική συνάρτηση, [image: ], για τις μεταβλητές από[image: ] έχει μηδενικές τιμές. Με βάση το παρακάτω θεώρημα, έχουμε πως:

			Θεώρημα: Το σύνολο των εφικτών λύσεων του προβλήματος 

			[image: ]

			είναι κυρτό.

			Μπορούμε να ισχυριστούμε ότι εάν το πρόβλημα έχει λύση τότε δεν υπάρχει σημείο του χώρου των λύσεων όπου η τιμή της αντικειμενικής συνάρτησης είναι μεγαλύτερη από την μέγιστη των τιμών που λαμβάνει στα ακρότατα σημείου του χώρου αυτού.

			Για να μιλήσουμε για λύση στο παραπάνω πρόβλημα του γραμμικού προγραμματισμού, θα πρέπει να προσδιορίσουμε μια τουλάχιστον λύση του πολυέδρου που σχηματίζουν (κυρτό ασφαλώς) του χώρου των εφικτών λύσεων. Μάλιστα, υπάρχει και ένα βασικό θεώρημα το οποίο ουσιαστικά τονίζει ότι ο εφικτός χώρος είναι κυρτός11. Έστω ότι έχουμε προσδιορίσει την λύση [image: ]. Καθαρά για λόγους συμβολισμού και στην προσπάθεια μας να θυμίσουμε την έννοια του διανύσματος, θα θέσουμε την λύση ως [image: ] καθώς ενδιαφερόμαστε να προσδιορίσουμε την λύση καθαυτή. 

			Κάτι τέτοιο γίνεται χρησιμοποιώντας τον περιορισμό [image: ] και θεωρώντας τις συντεταγμένες του διανύσματος Α ως εξής [image: ], δηλαδή να αποτελούν τα στοιχεία της j στήλης του πίνακα [image: ] μπορούμε να διατάξουμε τα στοιχεία του διανύσματος [image: ] με τέτοιον τρόπο, ώστε τα πρώτα  m στοιχεία να αντιστοιχούν στις m βασικές μεταβλητές. Συνεπώς, το διάνυσμα [image: ], μπορεί να γραφεί ως εξής:

			[image: ] 

			με m-διάστατο το διάνυσμα των μη μηδενικών γραμμών και n-διάστατο των μηδενικών θεωρώντας μια νοητή διαμέριση του πίνακα.

			Με την ίδια λογική, μπορούμε να διατάξουμε τις στήλες [image: ]του πίνακα [image: ] με ανάλογο τρόπο. Δηλαδή [image: ] όπου μετά το στοιχείο [image: ] θεωρούνται οι στήλες του μοναδιαίου. Άρα, η εξίσωση [image: ] μπορεί να γραφεί εναλλακτικά να γραφεί και ως [image: ]. Συνεπώς, εάν προβούμε στις απαραίτητες αλγεβρικές πράξεις, θα έχουμε ότι [image: ] και στην περίπτωση που υπάρχει ο αντίστροφος του πίνακα Α, θα έχουμε την λύση [image: ]. 

			Για να είναι ένα σημείο [image: ] ακρότατο σημείο ενός χώρου [image: ] θα πρέπει το διάνυσμα [image: ] να αποτελεί μια βασική εφικτή λύση του παρακάτω προβλήματος:

			 [image: ].

			Μάλιστα, η λύση είναι εφικτή και οι συντεταγμένες του σημείου [image: ] μας δίνουν τις συντεταγμένες μιας κορυφής χαρακτηρίζοντας το ως ακρότατο. Αυτές οι λύσεις ονομάζονται βασικές γιατί οι στήλες του Β, ως γραμμικά ανεξάρτητες, αποτελούν μια βάση του χώρου. Στην περίπτωση που η λύση εκτός από βασική είναι και εφικτή, δηλαδή ισχύει ότι [image: ] τότε τα σημεία λέγονται βασικά εφικτά σημεία. Μάλιστα, υπάρχει και σχετικό θεώρημα το οποίο τονίζει την αμφιμονοσήμαντη σχέση βασικών-εφικτών λύσεων και κορυφών (η απόδειξη δίνεται στο Παράρτημα 6).

			3.4.1 Tεχνική εύρεσης k-κορυφής

			Ξεκινάμε από μια κορυφή και σταδιακά μετακινούμεστε σε άλλες. Έπειται από k-επαναλήψεις, θα έχουμε υπολογίσει τις συντεταγμένες της [image: ] κορυφής στην οποία η αντικειμενική συνάρτηση θα έχει τιμή [image: ]. Με επαναδιάταξη, τοποθετούμε στο τέλος τα μηδενικά στοιχεία. 

			Έστω ότι:

			[image: ]

			όπου με επαναδιάταξη τοποθετούμε στο τέλος τα μηδενικά στοιχεία. Θα πρέπει να υπενθυμίσουμε πως το διάνυσμα αυτό αντιστοιχεί στις παραμέτρους [image: ]. Προφανώς, θα μπορούσαμε να γράψουμε και την αντίστοιχη σχέση όπου [image: ]. Ακριβώς όπως πράξαμε και προηγουμένως για την λύση [image: ], θα μπορούσαμε ομοίως να υπολογίσουμε και λύση για την k-κορυφή. 

			Εφόσον κάθε βασική λύση πρέπει να περιλαμβάνει m βασικές μεταβλητές, μια νέα βασική λύση μπορεί να κατασκευασθεί θέτοντας στην βασική εφικτή λύση μιας από τις m βασικές μεταβλητές ίση με το μηδέν και αντικαθιστώντας την με κάποια από τις μη-βασικές μεταβλητές. Προφανώς, θα πρέπει να απαιτήσουμε η προκύπτουσα βασική λύση να είναι εφικτή αλλά και η τιμή της αντικειμενικής συνάρτησης, με την νέα λύση, να είναι μεγαλύτερη από την τρέχουσα.

			Ας εναλλάξουμε τώρα την θέση μιας βασικής μεταβλητής με μια μη-βασική εισάγοντας στην βάση την μεταβλητή [image: ]. Σε αυτό το σημείο, θα πρέπει να θυμίσουμε ότι σε αυτήν την μη-βασική μεταβλητή αντιστοιχεί ένα διάνυσμα [image: ]. Το διάνυσμα αυτό μπορεί να εκφραστεί ως γραμμικός συνδυασμός βασικών διανυσμάτων του χώρου καθώς και τα m-διανύσματα [image: ], της τρέχουσας βάσης είναι γραμμικά ανεξάρτητα. Δηλαδή, θα μπορούσε να εκφραστεί ως [image: ]  με ένα από τα [image: ]12 τουλάχιστον διαφορετικό του μηδενός. Εάν

			[image: ]

			τότε θα μπορούσαμε να έχουμε ότι:

			[image: ]13

			 καθώς

			[image: ].

			Ας θεωρήσουμε τώρα μια πραγματική παράμετρο [image: ]. Πολλαπλασιάζοντας την προηγούμενη σχέση με την παράμετρο αυτή θα έχουμε ότι [image: ]. Αφαιρώντας τις σχέσεις [image: ] θα έχουμε ότι:

			[image: ]

			Θα πρέπει να τονίσουμε σε αυτό το σημείο ότι η λύση αυτή είναι μη-βασική καθώς περιλαμβάνει m+1 μεταβλητές, δηλαδή τις τρέχουσες m και την εισερχόμενη μεταβλητή [image: ]. 

			Άρα, θα πρέπει να βρούμε [image: ] τέτοιο ώστε μια από τις τρέχουσες βασικές μεταβλητές να λαμβάνει μηδενική τιμή στην νέα λύση. Επιπλέον, για να είναι και εφικτή η συγκεκριμένη λύση θα πρέπει [image: ]. 

			Η περίπτωση όπου η παραπάνω συνθήκη παραβιάζεται είναι όταν [image: ] ενώ, στην αντίθετη περίπτωση ο εφικτός χώρος είναι μη-φραγμένος. Μάλιστα, σε μη-φραγμένο εφικτό χώρο η λύση δύναται να είναι μη-φραγμένη. Η σχέση που καθιστά την νέα λύση βασική και εφικτή δίνεται ως εξής:

			[image: ]

			Η συγκεκριμένη λύση, προκύπτει εάν εξετάσουμε τα θετικά [image: ] και ισχύουν οι περιορισμοί [image: ]. 

			Προφανώς, θα πρέπει να συναληθεύουν, οπότε:

			[image: ]14

			Άρα, η νέα βασική λύση [image: ] παίρνει την τιμή μηδέν διότι: 

			[image: ].

			 Συνεπώς, το σημείο:

			[image: ]

			έχει τουλάχιστον n-μηδενικά στοιχεία.

			Κριτήριο Εφικτότητας

			Το κριτήριο [image: ] καλείται κριτήριο εφικτότητας και προσδιορίζει την τιμή της [image: ]η οποία θα μηδενίζει την βασική μεταβλητή και θα δίνει ενδεχομένως μια μη-μηδενική τιμή στην μη-βασική μεταβλητή. 

			Έχοντας επιλέξει τη μη-βασική μεταβλητή που θα βγει από την βάση το κριτήριο εφικτότητας προσδιορίζει την τιμή της [image: ] η οποία θα μηδενίζει τη βασική μεταβλητή και θα δίνει ενδεχομένως μια μη-μηδενική τιμή στην μη-βασική μεταβλητή.

			Μερικές Παρατηρήσεις:

			
					στην περίπτωση όπου η [image: ] με την τιμή που παίρνει μηδενίζει δύο ή περισσότερες βασικές μεταβλητές ονομάζεται δεσμός.

					εάν μία κορυφή ή περισσότερες βασικές μεταβλητές είναι ίσες με το μηδέν, τότε αυτή η βασική λύση και κατ’ επέκταση η κορυφή, ονομάζεται εκφυλισμένη.

					εάν δύο ή περισσότερες βασικές μεταβλητές είναι ίσες με το μηδέν για το ίδιο [image: ] τότε βγάζουμε μια από τις δύο βασικές μεταβλητές και η κορυφή μας έχει μια βασική μεταβλητή ίση με το μηδέν, δηλαδή είναι εκφυλισμένη.

					το [image: ] μπορεί να ισούται με το μηδέν όταν κάποια βασική μεταβλητή ισούται με το μηδέν και ισχύει ότι [image: ].

			

			3.4.2 Υπολογισμός βέλτιστης λύσης

			Ο υπολογισμός της βέλτιστης λύσης γίνεται ως εξής:

			[image: ]

			Εάν τώρα εισάγουμε στην βάση την μεταβλητή που αντιστοιχεί στη θέση [image: ], θα έχουμε ότι:

			[image: ]

			Κριτήριο Βελτιστότητας

			Το δεύτερο βασικό κριτήριο της μεθόδου Simplex αφορά στο κριτήριο βελτιστότητας, δηλαδή στην δυνατότητα που έχει η συγκεκριμένη μέθοδος να αναγνωρίζει το γεγονός ότι μια εφικτή λύση αποτελεί την βέλτιστη χρησιμοποιώντας συγκεκριμένους ελέγχους.  

			Εάν υποθέσουμε ότι υπάρχει μια μη βασική μεταβλητή [image: ] με ευκαιριακό κόστος [image: ], τότε η μερική παράγωγος της τιμής της αντικειμενικής συνάρτησης ως προς την μεταβλητή αυτή, [image: ], δηλώνει την τιμή της αντικειμενικής συνάρτησης που μπορεί να αυξηθεί (κυρίως) εάν αυξηθεί η τιμή της μεταβλητής [image: ]. 

			Το κριτήριο βελτιστότητας όπως προκύπτει από τα παραπάνω, δίνεται από την τελευταία σχέση [image: ]. Μια πιο προσεκτική διατύπωση του κριτηρίου, υποδεικνύει ότι θα πρέπει να επιλέξουμε την τιμή εκείνης της μεταβλητής [image: ] η οποία θα αυξήσει την τιμή της αντικειμενικής συνάρτησης με το μικρότερο ευκαιριακό κόστος ή εναλλακτικά, με μεγαλύτερο ρυθμό μεταβολής, και δύναται να περιγραφεί ως:

			[image: ].

			Μερικές Παρατηρήσεις:

			
					εάν [image: ] , τότε η τρέχουσα κορυφή είναι βέλτιστη.

					κάνουμε την υπόθεση ότι υπάρχει  μια βασική μεταβλητή τέτοια ώστε [image: ]. Τότε, ο χώρος είναι μη-φραγμένος και για αυτή την βασική μεταβλητή έστω ότι το αντίστοιχο [image: ]. Τότε, η τιμή της αντικειμενικής συνάρτησης απειρίζεται.

					για μια εκφυλισμένη κορυφή το [image: ] και ενδέχεται η τιμή της αντικειμενικής συνάρτησης να είναι η ίδια. Τότε, έχουμε το φαινόμενο της ανακύκλωσης και η τεχνική Simplex μας παρέχει τις ίδιες κορυφές.

					για να έχουμε μια εναλλακτική βέλτιστη λύση, εξετάζουμε κατά πόσον υπάρχουν μη-βασικές μεταβλητές τέτοιες ώστε να δίνουν [image: ] ενώ για τις υπόλοιπες μεταβλητές ισχύει [image: ]

			

			Συνοψίζοντας λοιπόν την διαδικασία του αλγορίθμου, θα μπορούσαμε να τον παρουσιάσουμε με βάση τα παρακάτω βήματα:

			
					Βήμα 1ο: υπολογίζουμε μια αρχική βαση λύση [image: ] επιλέγοντας την βάση Β απο τις στήλες του πίνακα Α με κατάλληλη επιλογή των γραμμικώς ανεξαρτήτων στηλών του.

					Βήμα 2ο: εκφράζουμε τα διανύσματα του πινακα Α που δεν ανήκουν στην βάση με κριτήριο τα διανύσματα της βάσης.

					Βήμα 3ο: υπολογίζουμε τις τιμές [image: ] για τα διανύσματα εκτός βάσης.

					Βήμα 4ο: υπολογίζουμε τις ποσότητες [image: ]. Προφανώς, όταν η προηγούμενη ποσότητα είναι μεγαλύτερη ή ίση του μηδενός, έχουμε βέλτιστη λύση.

					Βήμα 5ο: εάν [image: ], επιλέγουμε ένα διάνυσμα από τα εκτός βάσεως για να εισέλθει στην βάση μέσω του κριτηρίου της βελτιστότητας. 

					Βήμα 6ο: χρησιμοποιούμε το κριτήριο εφικτότητας για να επιλέξουμε μέσω του διανύσματος [image: ] την μεταβλητή που θα φύγει από την βάση. Υπολογίζουμε την νέα βάση αντικαθιστώντας την μεταβλητή που εξέρχεται με αυτήν που εισέρχεται. Υπολογίζουμε την νέα βασική εφικτή λύση χρησιμοποιώντας τις σχέσεις

			

			[image: ]

			
					Βήμα 7ο: επιστρέφουμε στο Βήμα 2 και συνεχίζουμε την διαδικασία.

			

			3.4.3 Παράδειγμα επίλυσης ενός ΠΓΠ με την Μέθοδο Simplex

			Ας προχωρήσουμε τώρα στην αναλυτική επίλυση του παρακάτω παραδείγματος προβλήματος γραμμικού προγραμματισμού:

			[image: ]

			Ο πίνακας συμπληρώνεται ως εξής:

			Κάτω από τις μεταβλητές, [image: ], οι οποίες ονομάζονται και μη-βασικές μεταβλητές, είναι οι συντελεστές των μεταβλητών αυτών όπως δίνονται από τους περιορισμούς [image: ] και [image: ]. Στην συνεχεία, παραθέτουμε και τις περιθώριες μεταβλητές οι οποίες αντιστοιχούν στον μοναδιαίο πίνακα:

			[image: ]

			και θα έχουν την προηγούμενη μορφή. 

			Άρα, μετά την προσθήκη των περιθωρίων μεταβλητών οι οποίες βρίσκονται σε πλήρη ταύτιση με τον αριθμό των περιορισμών, το ΠΓΠ διαμορφώνεται ως εξής:

			[image: ]

			Η στήλη κάτω από το b συμπληρώνεται από την τιμή (-ες) των περιορισμών (1) και (2). Επειδή στον περιορισμό (1) έχουμε προσθέσει την περιθώρια μεταβλητή x4 σε αυτήν την μεταβλητή και κάτω από το b θα βάζουμε την αντίστοιχη τιμή του περιορισμού. Ομοίως για τον περιορισμό (2), στον οποίο έχει εισέλθει ως περιθώρια η μεταβλητή x5 θα αντιστοιχίσουμε την τιμή του περιορισμού δηλαδή το 15. Άρα η στήλη θα διαμορφωθεί ως εξής:

			[image: ]

			Η γραμμή πάνω από τις βασικές μεταβλητές [image: ] συμπληρώνεται από τους αντίστοιχους συντελεστές των μεταβλητών όπως αυτοί παρουσιάζονται στην αντικειμενική συνάρτηση

			[image: ].

			Συνεπώς ο πρώτος πίνακας σχηματίζεται ως εξής (Πίνακας 3.14):
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			Πίνακας 3.14 Πίνακας 1.

			Αρχικά και όπως ήδη γνωρίζουμε η τιμή της αντικειμενικής συνάρτησης είναι μηδέν. Η γραμμή δεξιά του [image: ] συμπληρώνεται με βάση τον παρακάτω τύπο [image: ] .

			Δηλαδή για το στοιχείο της γραμμής [image: ] το οποίο βρίσκεται κάτω από την μεταβλητή x1 πολλαπλασιάζουμε κάθε στοιχείο του [image: ] με το αντίστοιχο στοιχείο του x1 και τα αποτελέσματα τα προσθέτουμε μεταξύ τους. 

			Το συγκεκριμένο αποτέλεσμα, το αφαιρούμε από τον αριθμό που βρίσκεται πάνω από την αντίστοιχη μεταβλητή x1. Όμοια συμπληρώνονται και τα υπόλοιπα στοιχεία που ανήκουν στην γραμμή [image: ]. Από όλα τα στοιχεία, επιλέγουμε αυτό με την μεγαλύτερη θετική τιμή. 

			Εάν κατά τους υπολογισμούς μας όλα τα στοιχεία που ανήκουν στην συγκεκριμένη γραμμή είναι μηδενικά ή και μικρότερα του μηδενός τότε έχουμε υπολογίσει της βέλτιστη κορυφή τις οποίας οι συντεταγμένες θα δίνονται από τα στοιχεία του [image: ].

			Η στήλη κάτω από το θ συμπληρώνεται ως εξής: είδαμε ότι το στοιχείο της γραμμής με την τιμή 5 είναι το στοιχείο που επιλεγούμε. Αυτό αντιστοιχεί στην μεταβλητή x2. Η πρώτη τιμή που βρίσκεται κάτω από το θ προκύπτει από την πρώτη τιμή που βρίσκεται κάτω από το [image: ] εάν την διαιρέσουμε με τον πρώτο αριθμό που βρίσκεται κάτω από την μεταβλητή x2. 

			Ομοίως, συνεχίζουμε με τις υπόλοιπες και επιλέγουμε το κελί με την μικρότερη τιμή. Σ’ αυτή την φάση, αντικαθιστούμε την μεταβλητή που αντιστοιχεί στο μεγαλύτερο στοιχείο της γραμμής [image: ] με την μεταβλητή που αντιστοιχεί στην μικρότερη τιμή της στήλης θ. Άρα, θα αντικαταστήσουμε την μεταβλητή x5 με την μεταβλητή x2. Συνεπώς, προκύπτει ο παρακάτω πίνακας (Πίνακας 3.15):
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			Πίνακας 3.15 Πίνακας 2.

			Συνεχίζουμε με την ίδια λογική έως ότου στην συγκεκριμένη γραμμή [image: ] προκύψουν μηδενικές ή και αρνητικές τιμές. Στην συνέχεια, ακολουθούν ειδικές περιπτώσεις προβλημάτων γραμμικού προγραμματισμού.

			3.5 Ειδικές περιπτώσεις προβλημάτων γραμμικού προγραμματισμού

			3.5.1 Μη-φραγμένο πρόβλημα

			Στην περίπτωση όπου σε έναν πίνακα Simplex όλοι οι λόγοι θ που υπολογίζουμε για να εκτιμήσουμε το ποια μεταβλητή θα εισέλθει είναι αρνητικοί’, τότε οδηγούμαστε στο συμπέρασμα ότι αυτό δεν μπορεί να πραγματοποιηθεί. Η τιμή που θα υπολογίσουμε για την αντικειμενική μας συνάρτηση θα τείνει στο άπειρο και το πρόβλημα μας χαρακτηρίζεται ως μη φραγμένο.

			Παράδειγμα: Να λυθεί το παρακάτω πρόβλημα γραμμικού προγραμματισμού

			[image: ]

			Ο τελικός πίνακας Simplex είναι ο παρακάτω (Πίνακας 3.16):
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			Πίνακας 3.16 Τελικός πίνακας.

			Οι λόγοι θ είναι όλοι αρνητικοί συνεπώς καταλήγουμε λοιπόν στο συμπέρασμα ότι το πρόβλημα γραμμικού προγραμματισμού είναι μη-φραγμένο.

			3.5.2 Πρόβλημα με άπειρες λύσεις

			Εάν κάποια βασική μεταβλητή αντιστοιχεί σε Z=0, τότε αύξηση της τιμής αυτής δεν αλλάζει την τιμή της αντικειμενικής της συνάρτησης. Υπό την προϋπόθεση μάλιστα ότι η λύση είναι μη-εκφυλισμένη, η εισαγωγή της μεταβλητής αυτής στην βάση θα μας οδηγήσει σε τιμή αντικειμενικής συνάρτησης της ίδιας αξίας, οπότε το πρόβλημα θα έχει άπειρες λύσεις. Οι άπειρες αυτές λύσεις δύναται να εμφανίζονται με την μορφή ενός γραμμικού συνδυασμού λύσεων.

			3.5.3 Πρόβλημα με εκφυλισμένες λύσεις

			Σ’ έναν πίνακα Simplex όταν κάποια(-ες) από την τρέχουσα(-ες) βασική(-ες) λύσεις περιέχουν μεταβλητή με τιμή μηδέν, τότε μπορούμε να μιλήσουμε για εκφυλισμένη λύση. Η επίλυση του προβλήματος μπορεί να συνεχιστεί με την αντικατάσταση αυτής με μια αυθαίρετη και πάρα πολύ μικρή ποσότητα ε θετική μέχρι τον τελικό πίνακα και θέτοντας στην βέλτιστη λύση ε=0.

			3.5.4 Πρόβλημα με πολλαπλές βέλτιστες λύσεις

			Έστω ο παρακάτω πίνακας Simplex (Πίνακας 3.17):
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			Πίνακας 3.17 Ειδικές περιπτώσεις – πρόβλημα με πολλαπλές βέλτιστες λύσεις.

			Μετά τις ανάλογες πράξεις μετατρέπεται στον εξής τελικό πίνακα Simplex (Πίνακας 3.18):
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			Πίνακας 3.18 Ειδικές περιπτώσεις – πρόβλημα με πολλαπλές βέλτιστες λύσεις, τελικός πίνακας.

			3.5.5 Πρόβλημα με μη-εφικτές λύσεις

			Όπως μπορούμε να παρατηρήσουμε από τον πίνακα παρακάτω (Πίνακας 3.19),  η  λύση μας περιλαμβάνει και τεχνητές μεταβλητές στην βάση. Αυτό ουσιαστικά δεν είναι δυνατό και έρχεται σε αντίφαση με τον ρόλο των τεχνητών μεταβλητών. Συνεπώς, η λύση μας χαρακτηρίζεται ως μη εφικτή.
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			Πίνακας 3.19 Ειδικές περιπτώσεις – πρόβλημα με μη-εφικτές λύσεις, τελικός πίνακας.

			3.6 Η Μέθοδος M

			Η υλοποίηση και εφαρμογή της μεθόδου Simplex, αλλά και των πινάκων Simplex, απαιτεί το πρόβλημα γραμμικού προγραμματισμού να είναι στην τυπική μορφή αλλά και την ύπαρξη του μοναδιαίου πίνακα μέσα από τις στήλες του πίνακα Α. Τα προβλήματα γραμμικού προγραμματισμού που περιέχουν στην ανάπτυξή τους ανισώσεις και εξισώσεις (στους περιορισμούς), δεν παρέχουν εξαρχής την δυνατότητα σχηματισμού μιας πρώτης βάσεως15 στο αρχικό στάδιο της μεθόδου Simplex και έτσι ο μοναδιαίος υπό-πίνακας δεν είναι δυνατόν να εμφανιστεί μέσα στον πίνακα Α. 

			 Στην περίπτωση που δεν περιέχεται ο μοναδιαίος πίνακας μέσα στον πίνακα Α,  χρησιμοποιούμε τεχνητές μεταβλητές (artificial variables) έτσι ώστε να δημιουργηθεί ο μοναδιαίος πίνακας. Η εισαγωγή τεχνητών μεταβλητών διευρύνει την εφικτή περιοχή του προβλήματος καθώς με την συγκεκριμένη μέθοδο αυξάνουμε τόσο τις στήλες του πίνακα Α, όσο και τις αρχικές μεταβλητές του προβλήματος μας. Παρατηρούμε ότι μια εφικτή λύση στο αναθεωρημένο πρόβλημα είναι εφικτή λύση και για το αρχικό πρόβλημα, αν και μόνον αν οι τιμές όλων των τεχνητών μεταβλητών είναι μηδέν. 

			Η Μ-μέθοδος εισάγει τις τεχνητές μεταβλητές στην αντικειμενική συνάρτηση με συντελεστή (penalty)  για κάθε μεταβλητή το −M , όπου M αυθαίρετα πολύ μεγάλος θετικός αριθμός. Η λύση του αναθεωρημένου προβλήματος πρέπει να είναι της μορφής [image: ], όπου x οι λύσεις των μεταβλητών του αρχικού προβλήματος και όπου [image: ] οι λύσεις των τεχνητών μεταβλητών οι οποίες πρέπει να είναι 0. 

			Προφανώς, η διαδικασία που ακολουθείται είναι να επιτραπεί στις τεχνητές μεταβλητές να παίξουν το ρόλο των χαλαρών μεταβλητών κατά την πρώτη επανάληψη της Simplex διαδικασίας και στην συνέχεια να “απαλλαχθούμε” από αυτές σε κάποια επόμενη επανάληψη. Δηλαδή, δεν χρησιμοποιούμε το παραδοσιακό υπόδειγμα των προβλημάτων γραμμικού προγραμματισμούς [image: ] αλλά αντί αυτού το επαυξημένο σύστημα που έχει την μορφή [image: ] με [image: ] το διάνυσμα των τεχνητών μεταβλητών. 

			Η λύση του επαυξημένου δεν αποτελεί και λύση του αρχικού προβλήματος [image: ] παρά μόνο εάν [image: ]. Πιο συγκεκριμένα, για ένα πρόβλημα μεγιστοποίησης σε κάθε μεταβλητή [image: ]  μπορούμε να ορίσουμε ένα πολύ μεγάλο αρνητικό αριθμό ως συντελεστή [image: ] η όποια και αποδόθηκε από τον Charnes (1953) ως μέθοδος του μεγάλου Μ. 

			Το πρόβλημά μας τώρα (είτε πρόκειται για μεγιστοποίηση είτε για ελαχιστοποίηση)  σε θεωρητική μορφή μπορεί να διαμορφωθεί ως εξής: [image: ] ή πιο συγκεκριμένα:

			[image: ]

			Θα πρέπει να σημειώσουμε, ότι κάθε φορά που κάποιο τεχνητό διάνυσμα εγκαταλείπει την βάση, μπορεί να απομακρυνθεί εντελώς και από το πρόβλημα γραμμικού προγραμματισμού.  Τέλος, η συγκεκριμένη μέθοδος υπονοεί θεωρητικά ότι το [image: ] που προφανώς η χρήση των Η/Υ και των ανάλογων προγραμμάτων δεν μας παρέχει.

			3.6.1 Παραδείγματα για την χρήση της Μεθόδου Μ

			Παράδειγμα 1.

			Να λυθεί το παρακάτω πρόβλημα γραμμικού προγραμματισμού:

			[image: ]

			Λύση

			Το παραπάνω πρόβλημα γραμμικού προγραμματισμού μπορεί να διαμορφωθεί ως εξής καθώς στην βάση του πίνακα δεν σχηματίζεται ο μοναδιαίος:

			[image: ]

			Έτσι, έχουμε τους παρακάτω πίνακες (Πίνακας 3.20, 3.21 και 3.22):
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			Πίνακας 3.20 Πίνακας 1.
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			Πίνακας 3.21 Πίνακας 2.
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			Πίνακας 3.22 Πίνακας 3.

			Παράδειγμα 2

			Να λυθεί το παρακάτω πρόβλημα γραμμικού προγραμματισμού: 

			[image: ]

			Λύση

			Προφανώς το παραπάνω πρόβλημα γραμμικού προγραμματισμού θα πρέπει να δοθεί σε τυπική μορφή. Αρά θα έχουμε: 

			[image: ]

			Εάν κατασκευάσουμε με βάση το παραπάνω πρόβλημα γραμμικού προγραμματισμού τον πίνακα [image: ] , μπορούμε να παρατηρήσουμε ότι δεν σχηματίζεται πουθενά ο μοναδιαίος πίνακας. 

			Συνεπώς, χρησιμοποιώντας την μέθοδο Μ μπορούμε να διαμορφώσουμε το παραπάνω  πρόβλημα με την εξής μορφή: 

			[image: ]

			Έχοντας το ΠΓΠ στην μορφή που θέλουμε, μπορούμε να προχωρήσουμε στην κατασκευή των επιμέρους πινάκων και να χρησιμοποιήσουμε την μέθοδο Simplex για να πάρουμε την βέλτιστη λύση. Παρακάτω φαίνεται ο πρώτος πίνακας Simplex (Πίνακας 3.23).
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			Πίνακας 3.23 Πίνακας 1.

			Χρησιμοποιώντας την ίδια διαδικασία μπορούμε να έχουμε τον τελικό μας πίνακα (Πίνακας 3.24).
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			Πίνακας 3.24 Πίνακας 2, τελικός πίνακας.

			3.7 Η Μέθοδος των Δύο Φάσεων

			Μεγάλο μειονέκτημα της Μ-μεθόδου αποτελεί ο μη-καθορισμός του πόσο μεγάλο πρέπει να είναι το Μ, όταν χρησιμοποιούμε ηλεκτρονικό υπολογιστή. Επιλεγούμε το Μ αυθαίρετα μεγάλο το οποίο όμως μπορεί να προκαλέσει προβλήματα ακρίβειας στην υπολογιστική μηχανή (σφάλματα στρογγυλοποίησης). Τα προβλήματα αυτά, μπορούμε να τα αποφύγουμε με την μέθοδο των 2 φάσεων η οποία λύνει το πρόβλημα μη χρησιμοποιώντας τις σταθερές M. 

			Μάλιστα, η συγκεκριμένη τεχνική επιλύει το πρόβλημα σε δύο φάσεις που αναλύονται παρακάτω. Στην πρώτη φάση, εισάγουμε τις τεχνητές μεταβλητές που χρειάζονται για να δημιουργηθεί ο μοναδιαίος πίνακας. Λύνουμε το βοηθητικό πρόβλημα ελαχιστοποίησης (τεχνητές μεταβλητές) το οποίο θέλουμε να έχει βέλτιστη λύση μηδέν, δηλαδή, όλες οι τεχνητές να είναι μηδέν. 

			Το σύνολο των άλλων μεταβλητών, σε αυτή την περίπτωση αποτελούν βασική εφικτή λύση για το αρχικό πρόβλημα. Αν το βοηθητικό πρόβλημα έχει βέλτιστη λύση θετική, τότε το αρχικό πρόβλημα δεν έχει εφικτή λύση. Στην δεύτερη φάση, λύνουμε το αρχικό πρόβλημα χρησιμοποιώντας σαν αρχική βασική εφικτή λύση του προβλήματος την βέλτιστη λύση της 1ης φάσης.

			Παράδειγμα 1

			Να λυθεί το παρακάτω πρόβλημα γραμμικού προγραμματισμού:

			[image: ]

			Λύση

			Στην πρώτη φάση, λύνουμε το παρακάτω πρόβλημα γραμμικού προγραμματισμού [image: ]  και στην δεύτερη φάση το αρχικό πρόβλημα.

			Αρά στην πρώτη φάση, έχουμε να επιλύσουμε τους παρακάτω πίνακες (Πίνακες 3.25, 3.26 και 3.27).
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			Πίνακας 3.25 Πίνακας 1.
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			Πίνακας 3.26 Πίνακας 2.
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			Πίνακας 3.27 Πίνακας 3.

			Μπορούμε  να ισχυριστούμε ότι έχουμε την βέλτιστη λύση της πρώτης φάσης η οποία είναι η κάτωθι [image: ]  με τιμή αντικειμενικής [image: ]. Στην συνέχεια, περνάμε στην φάση 2, όπου λύνουμε το αρχικό πρόβλημα χρησιμοποιώντας σαν αρχική βασική εφικτή λύση του προβλήματος την βέλτιστη λύση της 1ης φάσης, όπως φαίνεται στον παρακάτω πίνακα (Πίνακας 3.28).
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			Πίνακας 3.28 Πίνακας 4.

			3.8 Σύνδεση με τον κατάλογο Ανοικτών Μαθημάτων

			Στα πλαίσια του έργου Ανοικτά Ακαδημαϊκά Μαθήματα και συγκεκριμένα όσον αφορά στο Τμήμα Οικονομικών Επιστημών του Πανεπιστημίου Πατρών, οι συγγραφείς έχουν αναπτύξει ψηφιακό υλικό με μορφή διαφανειών και βίντεο-διαλέξεων, για το μάθημα “Επιχειρησιακή Έρευνα (Εφαρμογές με το Λογισμικό R)” το οποίο αφορά τόσο στα θέματα που θα παρουσιαστούν στο παρόν σύγγραμμα όσο και στον τρόπο που προσεγγίζεται και διδάσκεται από τους συγγραφείς στο Τμήμα Οικονομικών Επιστημών του Πανεπιστημίου Πατρών. 

			Το υλικό του μαθήματος είναι ελεύθερο στον ενδιαφερόμενο χρήστη μέσω της πλατφόρμας ασύγχρονης τηλεκπαίδευσης του Πανεπιστημίου Πατρών για το Τμήμα Οικονομικών Επιστημών (ECON1318) ενώ το υλικό που σχετίζεται με το παρόν κεφάλαιο μπορεί να βρεθεί στους παρακάτω συνδέσμους:

			
					Μέθοδος Simplex (Θεωρητική Προσέγγιση)

					Μέθοδος Simplex (Πίνακες Simplex)

					Μέθοδος Μ & Μέθοδος των 2 Φάσεων

			

			3.9 Σύνοψη Τρίτου Κεφαλαίου και Διδακτικοί Σκοποί

			Το παρόν κεφάλαιο σκοπό είχε να παρουσιάσει τα βασικά συστατικά των προβλημάτων γραμμικού προγραμματισμού (ΠΓΠ), τα οποία δεν αναφέρονται σε δύο μεταβλητές αλλά επεκτείνονται στον χώρο. Παρουσιάζονται τα ανάλογα θεωρήματα τα οποία συνοδεύον την εύρεση βέλτιστης λύσης και αναλύεται διεξοδικά η μέθοδος Simplex. 

			Τέλος, παρουσιάστηκαν κάποιες ειδικές περιπτώσεις ΠΓΠ που ενδεχομένως να αντιμετωπίσουμε ανάλογα με την φύση του προβλήματος. Μετά το τέλος αυτού του κεφαλαίου, μεταξύ άλλων, ο αναγνώστης θα πρέπει να είναι σε θέση:

			
					να χειρίζεται με ευχέρεια τους βασικούς ορισμούς και έννοιες σχετικά με την σύνθεση των ΠΓΠ.

					να σχηματίσει την αντικειμενική συνάρτηση και τους αντίστοιχους περιορισμούς των ΠΓΠ.

					να χρησιμοποιήσει τη θεωρία και την μέθοδο Simplex στην λύση προβλημάτων μεγιστοποίησης ή ελαχιστοποίησης.

					να κατανοήσει σε μεγάλο βαθμό την διαδικασία εύρεσης βέλτιστης λύσης.

					να αναγνωρίζει τις ειδικές περιπτώσεις ΠΓΠ.

			

			

			
				
					9  Η μελέτη του παρόντος κεφαλαίου, συμπληρώνεται με την μελέτη του Παραρτήματος 3 και του Παραρτήματος 4.

				

				
					10  Γραμμικά ανεξάρτητα διανύσματα καλούνται αυτά που ικανοποιούν την παρακάτω σχέση [image: ] .

				

				
					11  Η απόδειξη δίνεται στο Παράρτημα 6.

				

				
					12  Ο δείκτης i αναφέρεται στο βασικό διάνυσμα ενώ ο j στο μη βασικό διάνυσμα.

				

				
					13  Θυμίζουμε ότι [image: ] λόγω της διαμέρισης του πίνακα [image: ].

				

				
					14  Ο δείκτης r αναφέρεται στην βασική μεταβλητή με τον ελάχιστο των λόγων.

				

				
					15  Όταν έχουμε ισότητα δεν εισάγεται προφανώς μεταβλητή ενός την περίπτωση μικρότερο ή ίσον η μεταβλητή απόκρισης έχει αρνητικό πρόσημο.
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			ΚΕΦΑΛΑΙΟ ΤΕΤΑΡΤΟ: Επίλυση Προβλημάτων Γραμμικού Προγραμματισμού χρησιμοποιώντας το λογισμικό R ( Μέθοδος Simplex και Μέθοδος M)

			Σύνοψη 

			Το παρόν κεφάλαιο  έχει ως απώτερο στόχο την εισαγωγή αλλά και την ενασχόληση των φοιτητών με προβλήματα γραμμικού προγραμματισμού που αφορούν στην Οικονομική Επιστήμη. Μέσω των εφαρμογών που παρουσιάζονται και αφορούν σε ένα μεγάλο εύρος των επιμέρους πεδίων εξειδίκευσης των σύγχρονων οικονομικών, γίνεται προσπάθεια εξοικείωσης των χρηστών με την διατύπωση του μαθηματικού υποδείγματος των προβλημάτων πραγματικών εφαρμογών. Η χρήση του λογισμικού R  κατά κύριο λόγο αποσκοπεί στο να αναδείξει τις υπολογιστικές δυνατότητες του στην λύση ΠΓΠ με ταχύτητα, αξιοπιστία καθώς να παρουσιάσει το πλήθος των αποτελεσμάτων που αφορούν στις παραμέτρους του μαθηματικού υποδείγματος και χαρακτηρίζονται από μεγάλο ερμηνευτικό ενδιαφέρον για τον μελετητή.

			4.1 Εισαγωγή16

			Στα προηγούμενα κεφάλαια είδαμε πώς μπορούμε να λύσουμε προβλήματα γραμμικού προγραμματισμού χρησιμοποιώντας την Γραφική Επίλυση (στην περίπτωση των δύο μεταβλητών απόφασης) αλλά και την Μέθοδο Simplex η οποία αποτελεί έναν επαναληπτικό αλγόριθμο εύρεσης της βέλτιστης λύσης. Οι αλγεβρικές πράξεις στην περίπτωση της Μεθόδου Simplex, τόσο στα προβλήματα μεγιστοποίησης όσο και στα προβλήματα ελαχιστοποίησης, παρότι αντικειμενικά δεν χαρακτηρίζονται από ιδιαίτερη δυσκολία, μπορούν να γίνουν υπολογιστικά επίπονες καθώς προκειμένου να καταλήξουμε στην βέλτιστη βασική λύση ενδεχομένως να είναι απαραίτητη η κατασκευή αρκετών πινάκων Simplex όπως έχουμε συναντήσει στο Κεφάλαιο 3 του παρόντος συγγράμματος. Παρόμοιο είναι το σκηνικό και στην περίπτωση κατά την οποία δεν σχηματίζεται μοναδιαίος πίνακας μεταβλητών απόκλισης ή πλεονασματικών μεταβλητών (slack or surplus variables) και ως εκ τούτου βασιζόμαστε στην ‘Μέθοδο M’ εισάγοντας τεχνητές μεταβλητές προκειμένου να σχηματίσουμε μοναδιαίο πίνακα και να πάρουμε μια αρχική βασική λύση. Στην περίπτωση κατά την οποία κρίνεται απαραίτητη η χρήση της Μεθόδου M, οι υπολογισμοί μετατρέπονται σε ακόμη πιο επίπονους από αυτούς της Μεθόδου Simplex απαιτώντας μεγάλη προσοχή από μέρους του ενδιαφερόμενου για μια βέλτιστη λύση. Παρόμοιο είναι το σκεπτικό και στην περίπτωση αναζήτησης βασικής λύσης όταν αναζητούμε την βέλτιστη λύση σε ένα δυϊκό πρόβλημα κάτι που θα μελετήσουμε στο Κεφάλαιο 5 του παρόντος συγγράμματος.

			Με την πάροδο των χρόνων και την εξέλιξη τόσο της τεχνολογίας των υπολογιστών αλλά και των δυνατοτήτων προγραμματισμού και αυτοματοποίησης ενός προβλήματος, αλλά κυρίως εξαιτίας της αναγνώρισης της σημασίας και της χρησιμότητας των εφαρμογών του γραμμικού προγραμματισμού σε προβλήματα του πραγματικού κόσμου π.χ. στην Οικονομική Επιστήμη η οποία θέτει στο επίκεντρο του ενδιαφέροντος της την σπανιότητα (περιορισμένη ποσότητα) των παραγωγικών πόρων, αναπτύχθηκαν εξειδικευμένοι αλγόριθμοι βελτιστοποίησης προκειμένου να μειωθεί το υπολογιστικό κόστος του χρήστη και να αποκτήσει γρήγορα και με σαφήνεια πληροφορίες σχετικά με τις ποσότητες ενδιαφέροντος (λ.χ. την τιμή της αντικειμενικής συνάρτησης, τις ποσότητες των μεταβλητών απόφασης, τις σκιώδεις τιμές των περιορισμών κλπ.)

			Σ’ αυτό το κεφάλαιο, θα εξερευνήσουμε τις δυνατότητες που μας δίνει το λογισμικό ανοικτού κώδικα R σε συνδυασμό με κάποια πακέτα βελτιστοποίησης (packages) προκειμένου να λύσουμε προβλήματα γραμμικού προγραμματισμού. Τα δύο δημοφιλέστερα πακέτα βελτιστοποίησης στα πλαίσια του R είναι το “linprog” και το “lpSolve”. Εδώ, θα χρησιμοποιήσουμε και τα δύο προκειμένου να αναδείξουμε τα χαρακτηριστικά του καθενός. Φυσικά, η τελικά επιλογή πακέτου βελτιστοποίησης ανήκει στον χρήστη και επιλέγεται βάσει των ιδιαιτεροτήτων του εκάστοτε προβλήματος, των ερωτημάτων που τίθενται στα πλαίσια του τελευταίου και φυσικά των προτιμήσεων του ενδιαφερόμενου. Στην συνέχεια, θα εφαρμόσουμε και τα δυο αυτά πακέτα σε κάποιες οικονομικές εφαρμογές του γραμμικού προγραμματισμού προκειμένου να γίνουν οι απαραίτητοι παραλληλισμοί στα βασικά σημεία της λύσης.

			Επίσης, θα πρέπει να αναφερθεί πως υπάρχει μια πληθώρα πακέτων βελτιστοποίησης. Τα  LINDO, Gurobi, και CPLEX βρίσκονται μεταξύ των δημοφιλέστερων. Παρόλα αυτά όμως, πολλά από τα πακέτα προσφέρονται κατόπιν σχετικής άδειας χρήσης καθιστώντας την απόκτηση τους δύσκολη από την πλευρά των φοιτητών. 

			4.2 Λύνοντας προβλήματα βελτιστοποίησης χρησιμοποιώντας το πακέτο “linprog”

			Στο δεύτερο κεφάλαιο λύσαμε γραφικά το παρακάτω πρόβλημα μεγιστοποίησης:

			[image: ]

			προκειμένου να υπολογίσουμε τις ποσότητες των μεταβλητών ενδιαφέροντος, την τιμή της αντικειμενικής συνάρτησης αλλά και τις σκιώδεις τιμές των περιορισμών. Τώρα θα υπολογίσουμε τις ίδιες ποσότητες χρησιμοποιώντας το περιβάλλον του λογισμικού R.

			Στην περίπτωση που ο χρήστης χρησιμοποιεί το πακέτο “linprog” για πρώτη φορά θα πρέπει πρωτίστως να το εγκαταστήσει στην μνήμη του R (με τον τρόπο που έχει περιγραφεί στον σύντομο οδηγό χρήσης του R στο Παράρτημα 4 του παρόντος εγχειριδίου) προκειμένου να το καλέσει στην συνέχεια. Τονίζεται πως η εγκατάσταση του κάθε πακέτου απαιτείται μόνο την πρώτη φορά. Έπειτα, το πακέτο υπάρχει στην μνήμη του R και αρκεί να το καλέσουμε ώστε να το χρησιμοποιήσουμε. 

			Οι εντολές για την εγκατάσταση και χρήση του πακέτου “linprog” είναι οι ακόλουθες:

			install.packages(“linprog”) ; library(linprog)

			ενώ το ελληνικό ερωτηματικό “;” ως χαρακτήρας χρησιμοποιείται από το R ώστε να ξεχωρίσει τις εντολές μεταξύ τους προκειμένου να εξοικονομήσουμε χώρο στην οθόνη του υπολογιστή μας.

			Το επόμενο βήμα είναι να εισάγουμε τις παραμέτρους του μαθηματικού υποδείγματος στο R το οποίο γίνεται με συγκεκριμένο τρόπο από τον οποίο δεν προτείνεται να παρεκκλίνει κάποιος. 

			Οι εντολές για την εισαγωγή των παραμέτρων είναι οι ακόλουθες:

			cvec=c(40,100) ; bvec=c(20,12) ; 
A=matrix(c(2,4,1,3),nrow=2,ncol=2,byrow=T)

			Τα παραπάνω διανύσματα και η μήτρα με την σειρά που παρουσιάζονται σημαίνουν: 

			
					cvec=c(40,100), στο διάνυσμα αυτό μπαίνουν οι συντελεστές κέρδους των μεταβλητών απόφασης, όπως αυτοί δίνονται στην αντικειμενική συνάρτηση.

					bvec=c(20,12), στο διάνυσμα αυτό μπαίνουν οι διαθέσιμες ποσότητες των περιορισμών (δεξί μέλος).

					A=matrix(c(2,4,1,3),nrow=2,ncol=2,byrow=T), στην μήτρα αυτή μπαίνουν οι συντελεστές μετατροπής ή τεχνολογικοί συντελεστές των μεταβλητών απόφασης, όπως αυτοί δίνονται από τους περιορισμούς του προβλήματος με την σειρά που εμφανίζονται οι περιορισμοί. 

			

			Προσοχή απαιτείται στις διαστάσεις τις μήτρας, καθώς κάποιες φορές ενδεχομένως οι τεχνολογικοί συντελεστές για κάποιες από τις μεταβλητές απόφασης να είναι μηδέν. Σε αυτή την περίπτωση, ο/οι αντίστοιχοι συντελεστές στην μήτρα θα είναι μηδενικοί (δηλαδή θα εισάγουμε μηδέν στην παραπάνω μήτρα).

			Εφόσον έχουμε εισάγει όλα τα παραπάνω, θα χρησιμοποιήσουμε την εξειδικευμένη συνάρτηση για λύση προβλημάτων γραμμικού προγραμματισμού που βρίσκεται στο πακέτο “linprog”, και θα αποθηκεύσουμε το αποτέλεσμα της λύσης σε ένα νέο αντικείμενο που λέγεται LP όπως φαίνεται παρακάτω: 

			LP=solveLP(cvec,bvec,A,maximum=T, const.dir=rep(“<=”, length(bvec)))

			Πιο συγκεκριμένα, η συνάρτηση solveLP(.) είναι η συνάρτηση που χρησιμοποιούμε για να λύσουμε προβλήματα γραμμικού προγραμματισμού και πρέπει να χρησιμοποιείται όπως ακριβώς φαίνεται παραπάνω και με ακριβώς αυτή την σειρά που παρουσιάζονται παραπάνω καθώς η σειρά των ορισμάτων έχει σημασία. Σ’ αντίθετη περίπτωση, το R θα επιστρέψει μήνυμα εσφαλμένης σύνταξης. Αναφορικά με την ερμηνεία των ορισμάτων, είναι η ακόλουθη:

			
					cvec, bvec, A, όπως παρουσιάστηκε παραπάνω.

					maximum = T, δηλώνουμε πως ζητάμε από τον αλγόριθμο Simplex να λύσει πρόβλημα μεγιστοποίησης. Η περίπτωση αυτή αντιπαραβάλλεται από εκείνη κατά την οποία μπορούμε να θέσουμε maximum = F, όπου είναι και η προεπιλογή της συνάρτησης solveLP(.), και αναφέρεται σε περιπτώσεις προβλημάτων ελαχιστοποίησης.

					const.dir=rep(«<=», length(bvec)), με το όρισμα αυτό αναφερόμαστε στην κατεύθυνση των ανισοτήτων των περιορισμών όπου μέσω της συνάρτησης rep(.)17 επαναλαμβάνεται το σύμβολο εντός των εισαγωγικών για το μήκος του διανύσματος bvec, όπως αυτό δίνεται από την συνάρτηση length(.)18.

			

			Εφόσον έχουμε αποθηκεύσει το αποτέλεσμα στο αντικείμενο LP, θα πρέπει να ζητήσουμε από το R να μας το παρουσιάσει ως πληκτρολογώντας την παρακάτω εντολή: 

			summary(LP)

			ενώ το αποτέλεσμα που θα εμφανιστεί είναι το ακόλουθο (Εικόνα 4.1):

			[image: ]

			Eικόνα 4.1 Αποτελέσματα του ΠΓΠ. 

			Το παραπάνω αποτέλεσμα μας ενημερώνει πως:

			
					το πρόβλημα που λύθηκε είναι ένα πρόβλημα μεγιστοποίησης (Maximum).

					για το δεδομένο πρόβλημα, η τιμή της αντικειμενικής συνάρτησης (Objective Function) είναι 440.

					οι ποσότητες των μεταβλητών απόφασης στο βέλτιστο σημείο (Solution, opt όπως optimum) είναι x1=6 και x2=2.

			

			Παρατηρούμε, πως η λύση αυτή είναι ίδια τόσο με την λύση που προέκυψε μέσω της Γραφικής Επίλυσης αλλά και με αυτήν της Μεθόδου Simplex, καθώς ο αλγόριθμος λύσης που χρησιμοποιεί το πακέτο είναι αυτός της Μεθόδου Simplex με την μόνη διαφορά πως χρησιμοποιώντας το R και το πακέτο “linprog” ο χρόνος υπολογισμού της βέλτιστης λύσης μειώθηκε δραστικά.

			Το επόμενο βήμα στην ανάλυση μας είναι να υπολογίσουμε τις σκιώδεις τιμές των περιορισμών του προβλήματος που θα προκύψουν από μια οριακή μεταβολή των διαθέσιμων ποσοτήτων των περιορισμών. Η λογική που ακολουθούμε για να υπολογίσουμε τις σκιώδεις τιμές είναι η ίδια με αυτήν που ακολουθήσαμε κατά την λύση του προβλήματος με την Γραφική Μέθοδο. 

			Οπότε και σε αυτή την περίπτωση, διακρίνουμε τέσσερεις υπό-περιπτώσεις:

			4.2.1 Αύξηση των ωρών λειτουργίας της μηχανής τύπου Α

			Σε αυτή την περίπτωση, οι εντολές είναι ίδιες με προηγουμένως με την διαφορά πως αυξάνουμε των περιορισμό των ωρών από 20 σε 21 στο διάνυσμα των διαθέσιμων ποσοτήτων και επίσης αλλάζουμε το όνομα του αντικειμένου στο οποίο θα αποθηκεύσουμε το αποτέλεσμα σε LP119.

			Οι εντολές για να βρούμε την βέλτιστη λύση σε αυτή την περίπτωση είναι οι ακόλουθες:

			cvec=c(40,100) ; bvec=c(21,12) ; 
A=matrix(c(2,4,1,3),nrow=2,ncol=2,byrow=T)
LP1 =solveLP(cvec,bvec,A, T)

			Ενώ για να δούμε την βέλτιστη λύση μπορούμε να γράψουμε:

			summary(LP1)

			το οποίο θα εμφανίσει το ακόλουθο αποτέλεσμα (Εικόνα 4.2): 

			[image: ]

			Εικόνα 4.2 Βέλτιστη λύση του ΠΓΠ μετά την αύξηση ωρών λειτουργίας της μηχανής τύπου Α. 

			Παρατηρούμε πως η βέλτιστη λύση άλλαξε και η σκιώδης τιμή που αντιστοιχεί στην αύξηση του πρώτου περιορισμού υπολογίζεται ως εξής: 

			dx1 =7.5-6 ; dx2 =1.5-2
shadow.price=40*dx1+100*dx2 ; shadow.price

			ενώ το αποτέλεσμα που θα εμφανιστεί είναι το ακόλουθο (Εικόνα 4.3):
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			Εικόνα 4.3 Σκιώδης τιμή μετά την αύξηση των ωρών λειτουργίας της μηχανής τύπου Α.

			Συνεπώς, η σκιώδης τιμή που συνδέεται με την αύξηση του πρώτου περιορισμού είναι 10, δηλαδή η αύξηση που προκύπτει στην τιμή της αντικειμενικής συνάρτησης (δηλαδή του κέρδους) από μια επιπλέον ώρα λειτουργίας της μηχανής τύπου Α είναι 10€. Στο ίδιο συμπέρασμα θα μπορούσαμε να καταλήξουμε και συγκρίνοντας τις τιμές της αντικειμενικής συνάρτησης. 

			Η ερμηνεία του αποτελέσματος είναι ακριβώς ίδια με αυτήν που παρουσιάστηκε κατά την ανάλυση ευαισθησίας και συγκεκριμένα στην ενότητα 2.4.2.

			4.2.2 Μείωση των ωρών λειτουργίας της μηχανής τύπου Α

			Σε αυτή την περίπτωση, οι εντολές είναι ίδιες με την διαφορά πως μειώνουμε των περιορισμό των ωρών από 20 σε 19 στο διάνυσμα των διαθέσιμων ποσοτήτων και επίσης αλλάζουμε το όνομα του αντικειμένου στο οποίο θα αποθηκεύσουμε το αποτέλεσμα σε LP2. Οι εντολές για να βρούμε την βέλτιστη λύση σε αυτή την περίπτωση είναι οι ακόλουθες:

			cvec=c(40,100) ; bvec= c(19,12) ; 
A=matrix(c(2,4,1,3),nrow=2,ncol=2,byrow=T)
cvec=c(40,100) ; bvec= c(19,12) ; 
A=matrix(c(2,4,1,3),nrow=2,ncol=2,byrow=T)
LP2 =solveLP(cvec,bvec,A,Τ)

			Ενώ για να δούμε την βέλτιστη λύση μπορούμε να γράψουμε:

			summary(LP2)

			το οποίο θα εμφανίσει το ακόλουθο αποτέλεσμα (Εικόνα 4.4): 
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			Εικόνα 4.4 Βέλτιστη λύση του ΠΓΠ μετά την μείωση ωρών λειτουργίας της μηχανής τύπου Α.  

			Παρατηρούμε πως η βέλτιστη λύση άλλαξε και η σκιώδης τιμή που αντιστοιχεί στην αύξηση του πρώτου περιορισμού υπολογίζεται ως εξής: 

			dx1 = 4.5-6 ; dx2 = 2.5-2
shadow.price=40*dx1+100*dx2 ; shadow.price

			ενώ το αποτέλεσμα που θα εμφανιστεί είναι το ακόλουθο (Εικόνα 4.5):
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			Εικόνα 4.5 Σκιώδης τιμή μετά την μείωση των ωρών λειτουργίας της μηχανής τύπου Α.

			Συνεπώς, η σκιώδης τιμή που συνδέεται με την μείωση του πρώτου περιορισμού είναι -10, δηλαδή η μείωση που προκύπτει στην τιμή της αντικειμενικής συνάρτησης (δηλαδή του κέρδους) από μια λιγότερη ώρα λειτουργίας της μηχανής τύπου Α είναι 10€. Στο ίδιο συμπέρασμα θα μπορούσαμε να καταλήξουμε και συγκρίνοντας τις τιμές της αντικειμενικής συνάρτησης όπως και στην προηγούμενη περίπτωση.

			4.2.3 Αύξηση των ωρών λειτουργίας της μηχανής τύπου Β

			Σε αυτή την περίπτωση οι εντολές είναι ίδιες με την διαφορά πως αυξάνουμε των περιορισμό των ωρών από 12 σε 13 στο διάνυσμα των διαθέσιμων ποσοτήτων και επίσης αλλάζουμε το όνομα του αντικειμένου στο οποίο θα αποθηκεύσουμε το αποτέλεσμα σε LP3.

			Οι εντολές για να βρούμε την βέλτιστη λύση σε αυτή την περίπτωση είναι οι ακόλουθες:

			cvec=c(40,100) ; bvec=c(20,13) ; A=matrix(c(2,4,1,3), nrow=2,ncol=2,byrow=T)
LP3=solveLP(cvec,bvec,A,Τ)

			Ενώ για να δούμε την βέλτιστη λύση μπορούμε να γράψουμε:

			summary(LP3)

			το οποίο θα εμφανίσει το ακόλουθο αποτέλεσμα (Εικόνα 4.6): 
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			Εικόνα 4.6 Βέλτιστη λύση του ΠΓΠ μετά την αύξηση ωρών λειτουργίας της μηχανής τύπου Β.  

			Παρατηρούμε πως η βέλτιστη λύση άλλαξε και η σκιώδης τιμή που αντιστοιχεί στην αύξηση του πρώτου περιορισμού υπολογίζεται ως εξής: 

			dx1 = 4-6 ; dx2 = 3-2
shadow.price=40*dx1+100*dx2 ; shadow.price

			ενώ το αποτέλεσμα που θα εμφανιστεί είναι το ακόλουθο (Εικόνα 4.7):
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			Εικόνα 4.7 Σκιώδης τιμή μετά την αύξηση των ωρών λειτουργίας της μηχανής τύπου Β.

			Συνεπώς, η σκιώδης τιμή που συνδέεται με την αύξηση του δεύτερου περιορισμού είναι 20, δηλαδή η αύξηση που προκύπτει στην τιμή της αντικειμενικής συνάρτησης (δηλαδή του κέρδους) από μια επιπλέον ώρα λειτουργίας της μηχανής τύπου Β είναι 20€. Στο ίδιο συμπέρασμα θα μπορούσαμε να καταλήξουμε και συγκρίνοντας τις τιμές της αντικειμενικής συνάρτησης. 

			4.2.4 Μείωση των ωρών λειτουργίας της μηχανής τύπου Β

			Σε αυτή την περίπτωση οι εντολές είναι ίδιες με την διαφορά πως αυξάνουμε των περιορισμό των ωρών από 12 σε 11 στο διάνυσμα των διαθέσιμων ποσοτήτων και επίσης αλλάζουμε το όνομα του αντικειμένου στο οποίο θα αποθηκεύσουμε το αποτέλεσμα σε LP4. 

			Οι εντολές για να βρούμε την βέλτιστη λύση σε αυτή την περίπτωση είναι οι ακόλουθες:

			cvec=c(40,100) ; bvec=c(20,11) ; 
A=matri,A,Τ)x(c(2,4,1,3), nrow=2,ncol=2,byrow=T)
LP4=solveLP(cvec,bvec

			Ενώ για να δούμε την βέλτιστη λύση μπορούμε να γράψουμε:

			summary(LP4)

			το οποίο θα εμφανίσει το ακόλουθο αποτέλεσμα (Εικόνα 4.8):
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			Εικόνα 4.8 Βέλτιστη λύση του ΠΓΠ μετά την μείωση ωρών λειτουργίας της μηχανής τύπου Β.

			Παρατηρούμε πως η βέλτιστη λύση άλλαξε και η σκιώδης τιμή που αντιστοιχεί στην αύξηση του πρώτου περιορισμού υπολογίζεται ως εξής:

			 dx1 = 8-6 ; dx2 = 1-2
shadow.price=40*dx1+100*dx2 ; shadow.price

			ενώ το αποτέλεσμα που θα εμφανιστεί είναι το ακόλουθο (Εικόνα 4.9):
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			Εικόνα 4.9 Σκιώδης τιμή μετά την μείωση των ωρών λειτουργίας της μηχανής τύπου Β.

			Συνεπώς, η σκιώδης τιμή που συνδέεται με την μείωση του δεύτερου περιορισμού είναι -20, δηλαδή η μείωση που προκύπτει στην τιμή της αντικειμενικής συνάρτησης (δηλαδή του κέρδους) από μια λιγότερη ώρα λειτουργίας της μηχανής τύπου Β είναι 20€. Στο ίδιο συμπέρασμα θα μπορούσαμε να καταλήξουμε και συγκρίνοντας τις τιμές της αντικειμενικής συνάρτησης.

			Προκειμένου να έχουμε συγκεντρωμένα τα αποτελέσματα που προέκυψαν από την λύση διαφορετικών προβλημάτων γραμμικού προγραμματισμού ώστε να οπτικοποιήσουμε τις αλλαγές που συνέβησαν στις ποσότητες ενδιαφέροντος, μπορούμε να φτιάξουμε έναν πίνακα που να περιέχει στις ποσότητες αλλά και τις αριθμητικές τους τιμές. Το R μας δίνει πράγματι αυτή την δυνατότητα.

			Η συλλογιστική που ακολουθούμε σε αυτή την περίπτωση είναι η εξής. Δημιουργούμε ένα νέο αντικείμενο το οποίο ονομάζουμε Results το οποίο θα περιέχει τα αποτελέσματα ενδιαφέροντος. Έπειτα δημιουργούμε διανύσματα που περιέχουν τις μεταβλητές με τις αντίστοιχες τιμές τους τα οποία και οργανώνουμε ανά γραμμή καθώς κάθε γραμμή θα περιέχει πληροφορίες για κάθε ένα από τα προβλήματα που λύσαμε προηγουμένως. Έπειτα, χρησιμοποιούμε εξειδικευμένες συναρτήσεις που μας επιτρέπουν την δημιουργία πίνακα. Οι εντολές είναι οι ακόλουθες:

			Results= rbind(c(440,6,2,”initial 
LP”),c(450,7.5,1.5,”Increase 1st 
constraint”),c(430,4.5,2.5,”Decrease 1st 
constraint”),c(460,4,2,”Increase 2nd 
constraint”),c(420,8,1,”Decrease 2nd constraint”))
Results
Sensitivity=as.data.frame(Results) ; Sensitivity

			Το οποίο μας επιστρέφει το εξής αποτέλεσμα (Εικόνα 4.10):

			[image: ]

			Εικόνα 4.10 Αποτελέσματα ανάλυσης ευαισθησίας των διαθέσιμων ποσοτήτων.

			Ο χρήστης θα πρέπει να γνωρίζει πως το R δίνει την δυνατότητα πλήρους παραμετροποίησης, δηλαδή στην προκειμένη περίπτωση θα μπορούσαμε να μετονομάσουμε τις στήλες ώστε να είναι περισσότερο σαφές σε ποια ποσότητα αναφέρεται η κάθε τιμή. Αυτό επιτυγχάνεται με την χρήση της συνάρτησης names(.) και η εντολή είναι η ακόλουθη:

			names(Sensitivity) = c(“Value of Objective Function”, 
“Quantity of X1”,”Quantity of X2”,”Change”) ; 
Sensitivity

			Το αποτέλεσμα είναι οι στήλες να έχουν μετονομαστεί όπως φαίνεται παρακάτω (Εικόνα 4.11):
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			Εικόνα 4.11 Εισάγοντας ονόματα στις επιμέρους στήλες.

			Παρατηρούμε όμως πως το παραπάνω αποτέλεσμα (Εικόνα 4.11), δεν περιλαμβάνει τις σκιώδεις τιμές που υπολογίσαμε κατά την ανάλυση ευαισθησίας. Το R μας δίνει την δυνατότητα να προσθέσουμε νέες στήλες σε έναν πίνακα χρησιμοποιώντας την συνάρτηση fix(.). Η συνάρτηση αυτή μας επιτρέπει την «πρόσβαση» στον πίνακα με σκοπό να προσθέσουμε νέες μεταβλητές, μετονομάσουμε κάποια/ες από τις ήδη υπάρχουσες κ.λπ., όπως φαίνεται παρακάτω (Εικόνα 4.12): 
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			Εικόνα 4.12 Η χρήση της συνάρτησης fix(.).

			Επιλέγοντας το «var5» (μεταβλητή 5) ως θέση για την νέα μεταβλητή και τις ποσότητες της, επιλέγουμε τον τύπο της μεταβλητής  εισάγουμε τα νέα ορίσματα και το αποτέλεσμα φαίνεται στους παρακάτω (Εικόνες 4.13 και 4.14): 
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			Εικόνα 4.13 Εισάγοντας μια νέα στήλη.
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			Εικόνα 4.14 Η νέα στήλη και η ονομασία της.

			Έτσι λοιπόν έχουμε δημιουργήσει έναν νέο πίνακα στον οποίο περιέχονται όλες οι ποσότητες ενδιαφέροντος.

			Η παρουσίαση του παραπάνω προβλήματος σκοπό είχε να εξοικειώσει τον χρήστη με το προγραμματιστικό περιβάλλον του R. Σε μεγαλύτερα και περισσότερο απαιτητικά προβλήματα βελτιστοποίησης, είτε αυτά αποτελούνται από περισσότερες από δύο μεταβλητές απόφασης ή από περισσότερους από δύο περιορισμούς, η παραπάνω διαδικασία υπολογισμού τόσο των βέλτιστων τιμών όσο και των σκιωδών τιμών μπορεί να αποδειχθεί ιδιαιτέρως χρονοβόρα για τον χρήστη. Επίσης, η παραπάνω διαδικασία δεν μας δίνει επιπλέον πληροφορίες για άλλες ποσότητες ενδιαφέροντος όπως για παράδειγμα τις ποσότητες των περιθωρίων ή πλεονασματικών μεταβλητών, το εύρος διακύμανσης των συντελεστών κέρδους ή κόστους των μεταβλητών ενδιαφέροντος κλπ.

			Προκειμένου να αποκτήσουμε αυτές τις πληροφορίες, το πακέτο “linprog” μας δίνει την δυνατότητα εφαρμογής της συνάρτησης print(.). Η συνάρτηση αυτή μπορεί να εφαρμοστεί στο αρχικό πρόβλημα και να πάρουμε απευθείας πληροφορίες τόσο για την τιμή της αντικειμενικής συνάρτησης, των βέλτιστων ποσοτήτων όσο και πληροφορίες που αφορούν στην ανάλυση ευαισθησίας. Η συνάρτηση print(.) αντικαθιστά την summary(.) και έπεται του αρχικού προβλήματος βελτιστοποίησης (εδώ, μεγιστοποίησης) όπως φαίνεται παρακάτω:

			cvec=c(40,100) ; bvec=c(20,12) ; 
A=matrix(c(2,4,1,3),nrow=2,ncol=2,byrow=T)
LP=solveLP(cvec,bvec,A,maximum=T, const.dir=rep(“<=”, length(bvec)))
print(LP)

			Το αποτέλεσμα που θα εμφανιστεί σε αυτή την περίπτωση είναι το ακόλουθο (Εικόνα 4.15):

			[image: ]

			Εικόνα 4.15 Αναλυτικό αποτέλεσμα λύσης ΠΓΠ με την χρήση της συνάρτησης print(.).

			Παρατηρούμε πως το αποτέλεσμα που μας επιστρέφει το R όταν χρησιμοποιήσουμε την συνάρτηση print(.) είναι περισσότερο αναλυτικό σε σχέση με το αποτέλεσμα που επιστρέφει η συνάρτηση summary(.). Στην συνέχεια, θα αναφερθούμε σε κάθε πεδίο του αποτελέσματος ξεχωριστά.

			Από το πρώτο πεδίο του αποτελέσματος παίρνουμε σχεδόν τις ίδιες πληροφορίες με αυτό που προέκυψε από την συνάρτηση summary(.), με την διαφορά πως τώρα έχουμε την επιπλέον πληροφόρηση σχετικά με τον αριθμό επαναλήψεων κατά την Μέθοδο 2 Φάσεων (βλέπε Κεφάλαιο 3). Πιο συγκεκριμένα, εδώ δεν υπήρξαν επαναλήψεις κατά την φάση 1 (Iterations in phase 1: 0) ενώ υπήρξαν δυο επαναλήψεις κατά την φάση 2 προκειμένου να ο αλγόριθμος Simplex να καταλήξει στην βέλτιστη εφικτή λύση (Iterations in phase2: 2). Επιπλέον, βλέπουμε τις βέλτιστες ποσότητες των μεταβλητών απόφασης (Εικόνα 4.16).
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			Εικόνα 4.16 Ερμηνεύοντας το αποτέλεσμα – τιμή αντικειμενικής συνάρτησης και βέλτιστες ποσότητες.

			Το επόμενο πεδίο του αποτελέσματος μας δίνει πληροφορίες για τον τελικό πίνακα Simplex και πιο συγκεκριμένα, για το ποιες είναι οι βασικές μεταβλητές καθώς και για την ποσότητά τους (Εικόνα 4.17).

			[image: ]

			Εικόνα 4.17 Ερμηνεύοντας το αποτέλεσμα – βασικές μεταβλητές.

			Το επόμενο τμήμα του αποτελέσματος είναι ιδιαίτερα αναλυτικό και πληροφοριακό εφόσον περιλαμβάνει πληροφόρηση σχετικά με τους περιορισμούς του προβλήματος και τις ποσότητες που συνδέονται με αυτούς. 

			Ξεκινώντας την ερμηνεία από αριστερά προς δεξιά, μας πληροφορεί για τον αριθμό των περιορισμών του προβλήματος (1, 2, άρα έχουμε δυο περιορισμούς), τις διαθέσιμες ποσότητες αυτών (20, 12), την κατεύθυνση των περιορισμών (<=, <=), για την ποσότητα των διαθέσιμων ποσοτήτων που χρησιμοποιήθηκαν (bvec, 20 και 12), για την ποσότητα των μη-χρησιμοποιούμενων διαθέσιμων ποσοτήτων από κάθε περιορισμό δηλαδή την ποσότητα των μεταβλητών απόκλισης (slack variables) (free, 0, 0). Παρατηρήστε πως κατά την διαδικασία εισαγωγής του προβλήματος γραμμικού προγραμματισμού στο R, δεν χρειάστηκε να εισάγουμε μεταβλητές απόκλισης (ή αλλιώς slack variables) προκειμένου να λύσουμε το πρόβλημα, διότι το R εισάγει αυτόματα τις slack variables που απαιτούνται και με την μορφή που ορίζεται από την κατεύθυνση των περιορισμών (slack variables για περιορισμούς της μορφής “<=” και πλεονασματικές μεταβλητές -ή αλλιώς surplus variables- για περιορισμούς της μορφής “=>”) και υπολογίζει την ποσότητα τους. Στην προκειμένη περίπτωση, βλέπουμε πως η ποσότητα των μεταβλητών αυτών είναι μηδενική, συνεπώς οι διαθέσιμες ποσότητες καταναλώνονται στο σύνολο τους20. Στην συνέχεια, παρουσιάζονται οι σκιώδεις τιμές που όπως έχει ήδη αναφερθεί αναφέρονται και ως δυϊκές μεταβλητές (dual variables στην περίπτωση του δυϊκού προβλήματος) και συνδέονται με κάθε έναν από τους περιορισμούς του προβλήματος. Το R, υπολογίζει για την οριακή αύξηση των διαθέσιμων ποσοτήτων των περιορισμών καθώς ο υπολογισμός στην περίπτωση της μείωσης προκύπτει εύκολα από αυτές, και βλέπουμε ότι η ποσότητες τους (10 και 20) ταυτίζονται με αυτές που υπολογίσαμε νωρίτερα με ξεχωριστούς υπολογισμούς. Τέλος, έχουμε την έγκυρη περιοχή για αυτές τις σκιώδεις τιμές (4 και 2) (Εικόνα 4.18).

			[image: ]

			Εικόνα 4.18 Ερμηνεύοντας το αποτέλεσμα – περιορισμοί.

			Το τελευταίο τμήμα του αποτελέσματος είναι ένας συγκεντρωτικός πίνακας που αφορά τις ποσότητες ενδιαφέροντος που προκύπτουν από το πρόβλημα. Ξεκινώντας πάλι από αριστερά προς τα δεξιά, έχουμε τις μεταβλητές απόφασης (1 και 2) και τις μεταβλητές απόκλισης (S1 και S2), τις βέλτιστες ποσότητές τους (6,2,0,0), το διάνυσμα συντελεστών κέρδους της αντικειμενικής συνάρτησης (40, 100, 0, 0), οι επόμενες δυο στήλες (min.c και max.c) αναφέρονται στο εύρος διακύμανσης των συντελεστών κέρδους της αντικειμενικής συνάρτησης, δηλαδή στο πόσο μπορούμε να μεταβάλλουμε τους συντελεστές αυτούς προκειμένου να μην αλλάξει η βέλτιστη λύση. Έτσι λοιπόν παίρνουμε ένα κάτω όριο (33.33 και 80.00 δηλαδή για τον συντελεστή της μεταβλητής x1 το ελάχιστο όριο είναι €33.33 ενώ της x2 είναι €80) και ένα άνω όριο (50 και 120 αντίστοιχα). Για την περίπτωση των περιθωρίων μεταβλητών το κάτω όριο είναι το μείον άπειρο αλλά εξαιτίας των περιορισμών μη-αρνητικότητας των περιθωρίων μεταβλητών, δεν μας απασχολεί ιδιαίτερα. Το άνω όριο αναφέρεται στις σκιώδεις τιμές και παρατηρούμε πως οι σκιώδεις τιμές μας πληροφορούν επίσης για την μέγιστη ποσότητα των μη-χρησιμοποιούμενων ποσοτήτων των διαθέσιμων ποσοτήτων που δεν μεταβάλλουν την βέλτιστη λύση. Οι δύο τελευταίες στήλες αναφέρονται στις παραγώγους της αντικειμενικής συνάρτησης και στην περιοχή εντός της οποίας είναι έγκυρες αντίστοιχα (Εικόνα 4.19).
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			Εικόνα 4.19 Ερμηνεύοντας το αποτέλεσμα – εύρος διακύμανσης των συντελεστών κέρδους και σκιώδεις τιμές.

			4.3 Λύνοντας προβλήματα βελτιστοποίησης χρησιμοποιώντας το πακέτο “lpSolve”

			Εφόσον εξερευνήσαμε τις δυνατότητες που μας προσφέρει η χρήση του πακέτου “linprog”, σε αυτή την ενότητα θα παρουσιάσουμε την χρήση του πακέτου “lpSolve” προκειμένου να λύσουμε προβλήματα γραμμικού προγραμματισμού. Αυτό θα μας βοηθήσει να κατανοήσουμε καλύτερα τους λόγους για τους οποίους μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε δύο διαφορετικά πακέτα και βιβλιοθήκες. Θα συγκρίνουμε τα δύο πακέτα βελτιστοποίησης προβλημάτων γραμμικού προγραμματισμού και θα μελετήσουμε πως μπορούμε να καλέσουμε το ένα μέσω του άλλου.

			Προκειμένου να γίνουν σαφείς οι διαφορές των δύο προαναφερθεισών βιβλιοθηκών, θα λύσουμε το πρόβλημα γραμμικού προγραμματισμού της προηγούμενης ενότητας και θα υπολογίσουμε τις ποσότητες ενδιαφέροντος μέσω του πακέτου “lpSolve”.

			Για την (πρώτη) εγκατάσταση του πακέτου ακολουθούμε την ίδια διαδικασία:

			install.packages(“lpSolve”) ; library(lpSolve)

			Σχετικά με την εισαγωγή του προβλήματος στο R, σε αυτή την περίπτωση τα πράγματα διαφοροποιούνται ελαφρώς. Ισχύει και εδώ ότι και στην περίπτωση του πακέτου “linprog”, δηλαδή η εισαγωγή των ορισμάτων γίνεται με συγκεκριμένο τρόπο από τον οποίο δεν προτείνεται να παρεκκλίνει κάποιος. Οι εντολές για την εισαγωγή των παραμέτρων στο πακέτο “lpSolve” είναι οι ακόλουθες:

			cvec=c(40,100) ; bvec=c(20,12) ; 
A=matrix(c(2,4,1,3),nrow=2,ncol=2,byrow=T)

			Μια από τις βασικές διαφορές είναι πως το “lpSolve” χρειάζεται να αναφέρουμε ρητά την κατεύθυνση των περιορισμών ακόμα και στην περίπτωση κατά την οποία το πρόβλημα είναι σε κανονική μορφή, δηλαδή όλοι οι περιορισμοί είναι του τύπου “[image: ]”. Πιο συγκεκριμένα:

			constr.dir=c(«<=»,»<=»)

			Το παραπάνω όρισμα υποδηλώνει την κατεύθυνση των περιορισμών (constraint direction) οι οποίοι εισάγονται στο διάνυσμα με την σειρά που εμφανίζονται στο μαθηματικό υπόδειγμα, με το σύμβολο του “=” να έπεται των ανισοτικών συμβόλων (“<”, “>”).

			Διαφορά υπάρχει και στην σύνταξη της συνάρτησης που χρησιμοποιείται προκειμένου να λύσουμε το πρόβλημα:

			LP = lp(“max”,cvec, A, constr.dir, bvec); LP

			Παρατηρούμε λοιπόν τις εξής διαφορές σε σχέση με το πακέτο “linprog”:

			
					η συνάρτηση που καλείται είναι η lp(.).

					Tο πρώτο όρισμα της συνάρτησης πρέπει να είναι ο αντικειμενικός στόχος της μονάδας λήψης απόφασης, δηλαδή “max” ή “min”.

					ακολουθούν τα ορίσματα cvec, A, constr.dir και bvec των οποίων η σειρά ΔΕΝ πρέπει να αλλάξει διότι θα επηρεάσει το αποτέλεσμα εφόσον η συνάρτηση θα λύσει κάποιο άλλο πρόβλημα γραμμικού προγραμματισμού.

			

			Εκτελώντας την παραπάνω εντολή στο R, το αποτέλεσμα που μας επιστρέφει είναι η πληροφορία πως ο αλγόριθμος βελτιστοποίησης πέτυχε (Success) καθώς και την τιμή της αντικειμενικής συνάρτησης, ενώ το αποτέλεσμα που θα εμφανιστεί είναι το ακόλουθο (Εικόνα 4.20):

			[image: ]

			Εικόνα 4.20 Αποτέλεσμα μέσω του πακέτου lpSolve.

			Όπως είναι εμφανές, η τιμή της αντικειμενικής συνάρτησης είναι και με αυτό το πακέτο 440.

			Για να εξάγουμε τις τιμές των μεταβλητών ενδιαφέροντος οι οποίες βελτιστοποιούν την αντικειμενική συνάρτηση, τις σκιώδεις τιμές και άλλες ποσότητες ενδιαφέροντος απαιτείται να «ζητήσουμε» από το “lpSolve” να μας τις παρουσιάσει εκτελώντας κάθε φορά μια διαφορετική εντολή. Με πιο απλά λόγια, από την στιγμή που έχουμε εκτελέσει τις εντολές για να πάρουμε λύση για το πρόβλημα που αντιμετωπίζουμε, το “lpSolve”, έχει υπολογίσει και ένα σύνολο ποσοτήτων ενδιαφέροντος τις οποίες δεν παρουσιάζει αμέσως για λόγους εξοικονόμησης χώρου οθόνης (save scarce screen) όπως συνηθίζεται να λέγεται.

			Γι’ αυτόν λοιπόν τον λόγο, ο χρήστης θα πρέπει να τις εξάγει, χρησιμοποιώντας τις παρακάτω εντολές:

			
					για να παρουσιαστούν οι ποσότητες των μεταβλητών ενδιαφέροντος, απαιτείται η εκτέλεση της παρακάτω εντολής στην περίπτωση που επιλέξουμε να αποθηκεύσουμε το αποτέλεσμα στο αντικείμενο LP:

			

			LP = lp(“max”, cvec, A, constr.dir, bvec)$solution ; print(LP)

			ενώ το αποτέλεσμα θα είναι το ακόλουθο (Εικόνα 4.21):

			[image: ]

			Εικόνα 4.21 Οι ποσότητες των μεταβλητών απόφασης με την δημιουργία νέου αντικειμένου – lpSolve.

			Εάν δεν δημιουργήσουμε κάποιο αντικείμενο, τότε αρκεί η παρακάτω εντολή για να μας εμφανίσει την βέλτιστη λύση:

			lp(“max”, cvec, A, constr.dir, bvec)$solution

			ενώ το αποτέλεσμα θα είναι το ακόλουθο (Εικόνα 4.22):

			[image: ]

			Εικόνα 4.22 Οι ποσότητες των μεταβλητών απόφασης χωρίς την δημιουργία νέου αντικειμένου – lpSolve. 

			Η σειρά εμφάνισης των ποσοτήτων που βελτιστοποιούν την αντικειμενική συνάρτηση αντιστοιχεί στην σειρά των μεταβλητών στην αντικειμενική συνάρτηση, δηλαδή x1=6, x2=2 κοκ.

			
					για να υπολογίσουμε τις σκιώδεις τιμές των περιορισμών του προβλήματος (duals), απαιτείται η εκτέλεση της παρακάτω εντολής:

			

			lp(“max”,cvec,A,constr.dir,bvec,compute.sens=1)$duals

			ενώ το αποτέλεσμα θα είναι το ακόλουθο (Εικόνα 4.23):
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			Εικόνα 4.23 Υπολογισμός σκιώδών τιμών μέσω του lpSolve.

			Με τις δύο πρώτες ποσότητες να αντιστοιχούν στις σκιώδεις τιμές των περιορισμών (1ου και 2ου περιορισμού) και τις υπόλοιπες να αναφέρονται στις σκιώδεις τιμές των μεταβλητών.

			
					για να υπολογίσουμε το εύρος διακύμανσης των συντελεστών κέρδους της αντικειμενικής συνάρτησης χωρίς να μεταβάλλεται η βέλτιστη λύση, πρέπει να υπολογίσουμε τις ποσότητες που αντιστοιχούν στο κάτω και το άνω όριο αντίστοιχα.

			

			Κάτι τέτοιο επιτυγχάνεται με την εκτέλεση των παρακάτω εντολών: 

			
					για το κάτω όριο, εκτελούμε την παρακάτω εντολή:

			

			lp(“max”,cvec,A,constr.dir,bvec,compute.sens=1)$sens.coe
f.from

			και το αποτέλεσμα θα είναι το ακόλουθο (Εικόνα 4.24):

			[image: ]

			Εικόνα 4.24 Υπολογισμός κάτω ορίου διακύμανσης των συντελεστών της αντικειμενικής συνάρτησης μέσω του lpSolve.

			
					για το άνω όριο, εκτελούμε την παρακάτω εντολή:

			

			lp(“max”,cvec,A,constr.dir,bvec,compute.sens=1)$sens.coe
f.to

			και το αποτέλεσμα θα είναι το ακόλουθο (Εικόνα 4.25):

			[image: ]

			Εικόνα 4.25 Υπολογισμός άνω ορίου διακύμανσης των συντελεστών της αντικειμενικής συνάρτησης μέσω του lpSolve.

			Εκτελώντας την παρακάτω εντολή μπορούμε να δούμε την τιμή της αντικειμενικής συνάρτησης ξανά:

			lp(“max”,cvec,A,constr.dir,bvec,compute.sens=1)$objval

			ενώ το αποτέλεσμα θα είναι το ακόλουθο (Εικόνα 4.26):
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			Εικόνα 4.26 Τιμή της αντικειμενικής συνάρτησης μέσω της εντολής objval.

			Για να δούμε αν πέτυχε η διαδικασία βελτιστοποίησης ή αν προέκυψε κάποιο πρόβλημα, μπορούμε να εκτελέσουμε την παρακάτω εντολή:

			lp(“max”,cvec,A,constr.dir,bvec,compute.sens=1)$status

			ενώ το αποτέλεσμα θα είναι το ακόλουθο (Εικόνα 4.27):
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			Εικόνα 4.27 Κατάσταση του ΠΓΠ μέσω της εντολής status

			Η ερμηνεία καθώς και τα πιθανά αποτελέσματα, φαίνονται στον πίνακα που ακολουθεί (Πίνακας 4.1):

			
				
					
					
				
				
					
							
							0

						
							
							Επιτυχής εκτέλεση του αλγορίθμου

						
					

					
							
							1

						
							
							Ανεπιτυχής εκτέλεση του αλγορίθμου

						
					

					
							
							2

						
							
							Η επίλυση του δυϊκού προβλήματος απέτυχε

						
					

					
							
							3

						
							
							Οι περιορισμοί παραβιάζονται στο βέλτιστο σημείο

						
					

					
							
							4

						
							
							Ο αλγόριθμος Simplex στην Φάση 1 δεν βρήκε λύση εντός του προκαθορισμένου από το όρισμα maxiter αριθμού επαναλήψεων

						
					

					
							
							5

						
							
							Ο αλγόριθμος Simplex στην Φάση 2 δεν βρήκε λύση εντός του προκαθορισμένου από το όρισμα maxiter αριθμού επαναλήψεων

						
					

				
			

			Πίνακας 4.1 Ερμηνεία των πιθανών αποτελεσμάτων της εντολής status.

			Εντός του πακέτου “lpSolve” υπάρχουν επιπλέον αντικείμενα τα οποία επιστρέφουν διάφορες πληροφορίες σχετικές με την λύση. Ο ενδιαφερόμενος χρήστης μπορεί να το επιδιώξει ως μια άσκηση εξοικείωσης με το πακέτο.

			Προηγουμένως, αναφέρθηκε πως η σειρά των ορισμάτων μέσα στην συνάρτηση lp(.) δεν θα πρέπει να μεταβληθεί διότι κάτι τέτοιο θα επηρέαζε την λύση. Ακολουθούν κάποια ενδεικτικά παραδείγματα τα οποία επιβεβαιώνουν τον παραπάνω ισχυρισμό:

			
					τα διανύσματα των διαθέσιμων ποσοτήτων και των συντελεστών κέρδους αλλάζουν θέσεις. Τόσο η τιμή της αντικειμενικής συνάρτησης όσο και των ποσοτήτων ενδιαφέροντος που την βελτιστοποιούν έχουν αλλάξει καθώς αντιπροσωπεύουν πλέον ένα διαφορετικό πρόβλημα γραμμικού προγραμματισμού. Το αποτέλεσμα φαίνεται παρακάτω (Εικόνα 4.28): 

			

			[image: ]

			Εικόνα 4.28 Αλλαγή της σειράς των ορισμάτων στην συνάρτηση lp(.) – 1.

			
					η μήτρα των συντελεστών μετατροπής και το διάνυσμα των συντελεστών κέρδους αλλάζουν θέσεις. Και σε αυτή των περίπτωση, η λύση εμφανίζεται ιδιαιτέρως διαφοροποιημένη καθώς και σε αυτή την περίπτωση ο αλγόριθμος έχει επιλύσει ένα διαφορετικό πρόβλημα γραμμικού προγραμματισμού. Το αποτέλεσμα φαίνεται παρακάτω (Εικόνα 4.29):

			

			[image: ]

			Εικόνα 4.29 Αλλαγή της σειράς των ορισμάτων στην συνάρτηση lp(.) – 2.

			Με βάση τα παραπάνω δύο παραδείγματα, γίνεται εμφανές πως η σειρά με την οποία εισάγονται τα ορίσματα στην συνάρτηση lp(.) είναι μείζουσας σημασίας προκειμένου να πάρουμε σωστά αποτελέσματα για το πρόβλημα που καλούμαστε να επιλύσουμε.

			4.4 Χρησιμοποιώντας το πακέτο “lpSolve” μέσω του πακέτου “linprog”

			Μπορούμε να καλέσουμε το πακέτο “lpSolve” μέσω του πακέτου “linprog” απλά συμπεριλαμβάνοντας το κατάλληλο όρισμα μέσα στην συνάρτηση solveLP(.). Έστω το πρόβλημα γραμμικού προγραμματισμού που παρουσιάστηκε κατά τις προηγούμενες ενότητες καθώς και οι εντολές με τις οποίες το εισάγουμε στο R:

			library(linprog)
cvec=c(40,100) ; bvec=c(20,12) ; 
A=matrix(c(2,4,1,3),nrow=2,ncol=2,byrow=T)
LP=solveLP(cvec,bvec,A,maximum=T, 
const.dir=c(“<=”,”<=”), lpSolve = T)
print(LP)

			ενώ το αποτέλεσμα θα είναι το ακόλουθο (Εικόνα 4.30):
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			Εικόνα 4.30 Χρήση του πακέτου lpSolve μέσω του πακέτου linprog.

			Όπως είναι εμφανές, το παραπάνω αποτέλεσμα αποτελεί μια πιο «συμπυκνωμένη» έκδοση του αποτελέσματος που είχαμε πάρει χρησιμοποιώντας μόνο το πακέτο “linprog”. 

			Το R παρουσιάζοντας το αποτέλεσμα μας ενημερώνει πως αυτό έχει προκύψει χρησιμοποιώντας το πακέτο “lpSolve” (using lpSolve). Μας επιστρέφει την τιμή της αντικειμενικής συνάρτησης (440), την βέλτιστη λύση (x1=6, x2 =2) καθώς και το τελευταίο πεδίο του αποτελέσματος που επιστρέφει και το πακέτο “linprog” από το οποίο μπορούμε να πάρουμε πληροφορίες για την ποσότητα των μεταβλητών απόκλισης -ή πλεονασματικών- (slack ή surplus variables).

			Μια διαφορά με το “linprog” είναι πως για να μας επιστρέψει τις σκιώδεις τιμές θα πρέπει να το συμπεριλάβουμε ως επιπλέον όρισμα  μέσα στην συνάρτηση  solveLP(.). Η εντολή είναι η εξής:

			LP1 =solveLP(cvec,bvec,A,maximum=T, 
const.dir=c(«<=»,»<=»), lpSolve = T, solve.dual = T)
print(LP1)

			ενώ το αποτέλεσμα το οποίο περιλαμβάνει όλες τις ποσότητες που ζητήσαμε να μας παρουσιάσει θα είναι το ακόλουθο (Εικόνα 4.31):

			[image: ]

			Εικόνα 4.31 Χρήση του πακέτου lpSolve μέσω του πακέτου linprog – Υπολογισμός σκιωδών τιμών.

			Σ’ αυτή την περίπτωση, στο αποτέλεσμα έχουν συμπεριληφθεί και οι σκιώδεις τιμές των περιορισμών. Παρατηρήστε πως σε σχέση με το αποτέλεσμα του πακέτου “linprog” εδώ δεν εμφανίζεται η τελευταία στήλη όπου παρουσίαζε την έγκυρη περιοχή των σκιωδών τιμών.

			Και σε αυτή την βιβλιοθήκη όμως έχουμε την δυνατότητα να καλέσουμε ξεχωριστά τα διάφορα αντικείμενα προκειμένου να πάρουμε πληροφορίες για πτυχές του προβλήματος χρησιμοποιώντας τις κατάλληλες εντολές. Πιο συγκεκριμένα:

			
					για να δούμε αν ήταν επιτυχημένη η διαδικασία βελτιστοποίησης, εκτελούμε την εξής εντολή:

			

			solveLP(cvec, bvec, A, T, lpSolve=T, solve.dual=T)$status

			ενώ το αποτέλεσμα θα είναι το ακόλουθο (Εικόνα 4.32):

			[image: ]

			Εικόνα 4.32 Επιτυχημένη διαδικασία βελτιστοποίησης.

			
					για να επιβεβαιώσουμε αν ο αλγόριθμος έλυσε πράγματι ένα πρόβλημα βελτιστοποίησης21, εκτελούμε την εξής εντολή:

			

			solveLP(cvec, bvec, A, T, lpSolve=T, 
solve.dual=T)$maximum

			ενώ το αποτέλεσμα θα είναι το ακόλουθο (Εικόνα 4.33):
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			Εικόνα 4.33 Λύση προβλήματος μεγιστοποίησης – Επιβεβαίωση.

			
					για να δούμε αν χρησιμοποιήθηκε το πακέτο “lpSolve”, εκτελούμε την εξής εντολή:

			

			solveLP(cvec ,bvec, A, T, lpSolve=T, solve.dual=T)$lpSolve

			ενώ το αποτέλεσμα θα είναι το ακόλουθο (Εικόνα 4.34):
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			Εικόνα 4.34 Χρήση πακέτου lpSolve – Επιβεβαίωση.

			
					για να επιβεβαιώσουμε τον υπολογισμό των σκιωδών τιμών, εκτελούμε την εξής εντολή:

			

			solveLP(cvec, bvec, A, T, lpSolve=T, solve.dual=T)$solve.dual

			ενώ το αποτέλεσμα θα είναι το ακόλουθο (Εικόνα 4.35):

			[image: ]

			Εικόνα 4.35 Υπολογισμός σκιωδών τιμών – Επιβεβαίωση.

			Παρά το γεγονός πως κάποιες από τις παραπάνω εντολές με την πρώτη ματιά πιθανόν να φαντάζουν περιττές, εφόσον σε αρκετές περιπτώσεις είτε μπορούμε να πάρουμε την συγκεκριμένη πληροφορία μέσω του αποτελέσματος που παρουσιάζει το R ή μέσω του τρόπου σύνταξης της συνάρτησης, τις συμπεριλαμβάνουμε διότι θα θέλαμε να εξοικειώσουμε τον χρήστη με τον τρόπο λειτουργίας των πακέτων αλλά και επιπλέον για να δείξουμε πως σε κάθε περίπτωση, ο χρήστης έχει τρόπο να εξάγει την πληροφορίας που κάθε φορά τον ενδιαφέρει.

			4.5 Σύγκριση των πακέτων βελτιστοποίησης “linprog” και “lpSolve”

			Με την παραπάνω ανάλυση και παρουσίαση δείξαμε πως τα δυο αυτά πακέτα επιστρέφουν, αν και διαφορετικό τρόπο, τις ίδιες ποσότητες ενδιαφέροντος. Εφόσον λοιπόν, σε όρους αποτελέσματος τουλάχιστον, η λύση που προκύπτει από αυτά τα δύο δεν παρουσιάζει διαφορές, κάποιος θα μπορούσε να αναρωτηθεί πότε κρίνεται προτιμότερη η χρήση του ενός έναντι του άλλου πακέτου. Η απάντηση σε αυτό το ερώτημα είναι πως τα δύο πακέτα χρησιμοποιούνται περισσότερο ως συμπληρωματικά παρά ως υποκατάστατα λαμβάνοντας πάντα υπόψη τόσο το πρόβλημα καθαυτό όσο και τις ιδιαιτερότητες από τις οποίες ενδεχομένως χαρακτηρίζεται. Παρακάτω συνοψίζουμε κάποιες από τις διαφορές των δύο πακέτων βελτιστοποίησης:

			
					το πακέτο “linprog” χρησιμοποιείται κυρίως για «μικρά» προβλήματα γραμμικού προγραμματισμού επειδή είναι πιο αργό στην εκτέλεσή τους σχετικά με το “lpSolve”.

					το πακέτο “lpSolve” επιλέγεται στην περίπτωση που αντιμετωπίζουμε προβλήματα με πολλούς περιορισμούς.

					το πακέτο “linprog” επιστρέφει πιο αναλυτικά αποτελέσματα σε σχέση με το πακέτο “lpSolve”.

					το πακέτο “lpSolve” χειρίζεται καλύτερα του ισοτικούς περιορισμούς σχετικά με το πακέτο “linprog” στο οποίο προς το παρόν δεν έχουν εφαρμοστεί ισοτικοί περιορισμοί.

			

			Ως μια τελική παρατήρηση, για να είμαστε βέβαιοι πως έχουμε πάρει τα σωστά αποτελέσματα, συνίσταται η χρήση και του πακέτου “lpSolve” ώστε να επιβεβαιώσουμε την λύση. Επίσης, η περίπτωση των ισοτικών περιορισμών θα πρέπει να χειρίζεται με ιδιαίτερη προσοχή από τον χρήστη καθώς οι αλγόριθμοι των πακέτων, προς το παρόν τουλάχιστον, δεν έχουν αναπτυχθεί πλήρως αναφορικά με τον χειρισμό τους.

			4.6 Λύση Οικονομικών εφαρμογών του γραμμικού προγραμματισμού χρησιμοποιώντας το R

			4.6.1 Θεωρία καταναλωτή

			Ένας καταναλωτής αντλεί χρησιμότητα καταναλώνοντας δύο μόνο αγαθά, αστακό και σολομό ενώ η χρησιμότητα του προκύπτει από την σχέση [image: ]. Η τιμή του αστακού είναι 2 χρηματικές μονάδες, η τιμή του σολομού είναι 1 χρηματική μονάδα ενώ η κατανάλωση των δύο αγαθών υπόκειται σε (εισοδηματικό) περιορισμό που δεν μπορεί να ξεπερνάει τις 150 χρηματικές μονάδες. Αντικειμενικός σκοπός του καταναλωτή είναι η μεγιστοποίηση της χρησιμότητας του. Να απαντήσετε στα παρακάτω ερωτήματα:

			
					να λύσετε το πρόβλημα του καταναλωτή και να προσδιορίσετε τις βέλτιστες ποσότητες των δυο αγαθών καθώς και την τιμή της αντικειμενικής συνάρτησης.

					να υπολογίσετε την σκιώδη τιμή του περιορισμού και να την ερμηνεύσετε με βάση την οικονομική θεωρία. Σε ποια γνωστή ποσότητα αντιστοιχεί;

					χρησιμοποιώντας το λογισμικό Graph, να σχεδιάσετε τόσο την αντικειμενική συνάρτηση όσο και τον περιορισμό. Ποιο μέγεθος αποτυπώνει η κάθε γραμμή; Τι παρατηρείτε; 

					βάσει της Οικονομικής Θεωρίας και του προηγούμενου ερωτήματος, σε ποιά συμπεράσματα καταλήγετε σχετικά με τις προτιμήσεις του παραπάνω καταναλωτή;

			

			Απάντηση

			Για να απαντήσουμε στα παραπάνω θα χρειαστεί να διατυπώσουμε το μαθηματικό υπόδειγμα και στην συνέχεια να το λύσουμε χρησιμοποιώντας τα λογισμικά R και Graph.

			Από την διατύπωση του προβλήματος γίνεται σαφές πως οι μεταβλητές απόφασης, ο περιορισμός του προβλήματος αλλά και η αντικειμενική συνάρτηση έχουν τη εξής μορφή (Πίνακας 4.2):

			
				
					
					
				
				
					
							
							Ποσότητα αστακού
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							Εισοδηματικός περιορισμός
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							Περιορισμοί μη-αρνητικότητας
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							Αντικειμενική συνάρτηση
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			Πίνακας 4.2 Θεωρία Καταναλωτή – Αντικειμενική συνάρτηση και περιορισμοί.

			Παρατηρούμε πως η παραπάνω συνάρτηση χρησιμότητας είναι γραμμική. 

			Για να λύσουμε αυτό το πρόβλημα θα χρησιμοποιήσουμε το  πακέτο “linprog”. Οι εντολές και το αποτέλεσμα (Εικόνα 4.36) είναι τα ακόλουθα:

			library(linprog)
cvec = c(1,1) ; bvec = c(150) ; A = matrix(c(2,1)), 
nrow=1, ncol=2, byrow=T)
LP = solveLP(cvec,bvec,A,maximum=T) ; print(LP)

			[image: ]

			Εικόνα 4.36 Λύση προβλήματος καταναλωτή.

			Ο καταναλωτής θα επιλέξει να καταναλώσει 0 μονάδες αστακού και 150 μονάδες σολομού ενώ η μέγιστη χρησιμότητα του, με δεδομένες τις προτιμήσεις του καταναλωτή, θα είναι 150 μονάδες.

			Η σκιώδης τιμή του (εισοδηματικού) περιορισμού ισούται με 1 (dual=1) όπως φαίνεται και από το αποτέλεσμα παραπάνω. Η ποσότητα αυτή αντιστοιχεί στον οριακό λόγο υποκατάστασης μεταξύ αστακού και σολομού, δηλαδή μας δείχνει την ποσότητα του σολομού που είναι διατεθειμένος να θυσιάσει ο καταναλωτής προκειμένου να αυξήσει την κατανάλωση του αστακού κατά 1 μονάδα και αντιστοιχεί στην κλίση της καμπύλης αδιαφορίας που αντιστοιχεί στο ύψος των 150 μονάδων. Με άλλα λόγια, το σημείο ισορροπίας του καταναλωτή δηλαδή το σημείο στο οποίο ο λόγος των σχετικών τιμών (κλίση του εισοδηματικού περιορισμού, κόκκινη γραμμή στο παρακάτω γράφημα) και των οριακών χρησιμοτήτων των δυο αγαθών ισούται, επιτυγχάνεται στο σημείο όπου x1=0, x2=150.

			Το σχήμα που αποτυπώνει το παραπάνω πρόβλημα (Σχήμα 4.1) είναι το ακόλουθο:

			[image: ]

			Σχήμα 4.1 Συνάρτηση χρησιμότητας και εισοδηματικός περιορισμός.

			Όπως παρατηρούμε από το Σχήμα 4.1 παραπάνω, έχει προκύψει λύση γωνίας με τον καταναλωτή να δαπανά το σύνολο του εισοδήματος του στο ένα μόνο αγαθό, δηλαδή στον σολομό. Σε αυτή την περίπτωση, η καμπύλη αδιαφορίας (μπλε γραμμή) είναι γραμμική και σημαίνει πως για τον καταναλωτή τα δύο αυτά αγαθά είναι υποκατάστατα και επιλέγει να καταναλώσει το φθηνότερο, δηλαδή τον σολομό που κοστίζει μια χρηματική μονάδα. 

			Αυτό το αποτέλεσμα, παρότι δεν είναι ιδιαίτερα ρεαλιστικό, μας επιτρέπει να φέρουμε στο προσκήνιο την σημασία της κυρτότητας των καμπυλών αδιαφορίας. Οι κυρτές καμπύλες αδιαφορίας δηλώνουν πως ο καταναλωτής προτιμά την ποικιλία από την αποκλειστική κατανάλωση ενός και μόνο αγαθού. Στην περίπτωση αυτή, το πιο κατάλληλο εργαλείο είναι ο μη-γραμμικός προγραμματισμός.

			4.6.2 Θεωρία Παραγωγού 

			Μια μονάδα λήψης αποφάσεων (Decision Making Unit, DMU) χρησιμοποιεί ως εισροές Κεφάλαιο (Κ) και εργασία (L) για να παράξει προϊόν χρησιμοποιώντας τεχνολογία που περιγράφεται από την ακόλουθη σχέση μετατροπής [image: ]. Η αμοιβή του κεφαλαίου ορίζεται σε 2 χρηματικές μονάδες, ο εργατικός μισθός είναι 1 χρηματική μονάδα ενώ η παραγωγική διαδικασία υπόκειται σε συνολικό κόστος παραγωγής που δεν μπορεί να ξεπερνάει 150 χρηματικές μονάδες. Αντικειμενικός σκοπός της μονάδας λήψης αποφάσεων είναι η μεγιστοποίηση της παραγωγής της για δεδομένη τεχνολογία και δεδομένο κόστος παραγωγικών συντελεστών. Να απαντήσετε στα παρακάτω ερωτήματα:

			
					να λύσετε το πρόβλημα της μονάδας λήψης αποφάσεων και να προσδιορίσετε τις βέλτιστες ποσότητες των δυο παραγωγικών συντελεστών καθώς και την τιμή της αντικειμενικής συνάρτησης.

					να υπολογίσετε την σκιώδη τιμή του περιορισμού και να την ερμηνεύσετε με βάση την οικονομική θεωρία. Σε ποια γνωστή ποσότητα αντιστοιχεί;

					χρησιμοποιώντας το λογισμικό Graph, να σχεδιάσετε τόσο την αντικειμενική συνάρτηση όσο και τον περιορισμό. Ποιο μέγεθος αποτυπώνει η κάθε γραμμή; Τι παρατηρείτε; 

					βάσει της Οικονομικής Θεωρίας και του προηγούμενου ερωτήματος, σε ποιά συμπεράσματα καταλήγετε σχετικά με την ελαστικότητα υποκατάστασης;

			

			Απάντηση

			Για να απαντήσουμε στα παραπάνω θα χρειαστεί να διατυπώσουμε το μαθηματικό υπόδειγμα και στην συνέχεια να το λύσουμε χρησιμοποιώντας τα λογισμικά R και Graph.

			Από την διατύπωση του προβλήματος γίνεται σαφές πως οι μεταβλητές απόφασης, ο περιορισμός του προβλήματος αλλά και η αντικειμενική συνάρτηση έχουν τη εξής μορφή (Πίνακας 4.3):

			
				
					
					
				
				
					
							
							Ποσότητα κεφαλαίου, K
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							Περιορισμός συνολικού κόστους
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							Περιορισμοί μη-αρνητικότητας
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			Πίνακας 4.3 Θεωρία Παραγωγού – Αντικειμενική συνάρτηση και περιορισμοί.

			Παρατηρούμε πως η παραπάνω καμπύλη ισοπαραγωγής είναι γραμμική. 

			Για να λύσουμε αυτό το πρόβλημα θα χρησιμοποιήσουμε το  πακέτο “linprog”. Οι εντολές και το αποτέλεσμα (Εικόνα 4.37) είναι τα ακόλουθα:

			library(linprog)
cvec = c(1,1) ; bvec = c(150) ; A = matrix(c(2,1)), 
nrow=1, ncol=2, byrow=T)
LP = solveLP(cvec,bvec,A,maximum=T) ; print(LP)

			[image: ]

			Εικόνα 4.37 Λύση προβλήματος παραγωγού.

			Η μονάδα λήψης απόφασης θα επιλέξει να χρησιμοποιήσει 0 μονάδες κεφαλαίου και 150 μονάδες εργασίας ενώ η μέγιστη ποσότητα προϊόντος που μπορεί να παραχθεί με δεδομένη τεχνολογία παραγωγής είναι 150 μονάδες.

			Η σκιώδης τιμή του περιορισμού (λέγεται καμπύλη ίσου κόστους και αποτυπώνει συνδυασμούς παραγωγικών συντελεστών που κοστίζουν το ίδιο στην επιχείρηση) ισούται με 1 (dual=1) όπως φαίνεται και από το αποτέλεσμα παραπάνω. Η ποσότητα αυτή αντιστοιχεί στον οριακό λόγο τεχνικής υποκατάστασης μεταξύ κεφαλαίου και εργασίας, δηλαδή μας δείχνει την ποσότητα του κεφαλαίου που πρέπει να πάρει η επιχείρηση προκειμένου να μειώσει την χρήση του συντελεστή εργασία κατά 1 μονάδα και αντιστοιχεί στην κλίση της καμπύλης ισοπαραγωγής που αντιστοιχεί στο ύψος των 150 μονάδων. Με άλλα λόγια, το σημείο ισορροπίας του παραγωγού δηλαδή το σημείο στο οποίο ο λόγος των σχετικών τιμών (κλίση της καμπύλης ίσου κόστους, πράσινη γραμμή στο παρακάτω γράφημα) και των οριακών προϊόντων των δυο παραγωγικών συντελεστών ισούται επιτυγχάνεται στο σημείο όπου x1=0, x2=150.

			Στο παρακάτω σχήμα (Σχήμα 4.2) αποτυπώνεται το παραπάνω πρόβλημα:

			[image: ]

			Σχήμα 4.2 Καμπύλη ισοπαραγωγής και καμπύλη ίσου κόστους.

			Και σε αυτή την περίπτωση, παρατηρούμε πως έχει προκύψει λύση γωνίας με την επιχείρηση να απασχολεί ένα μόνο συντελεστή παραγωγής, την εργασία. Σε αυτή την περίπτωση, η καμπύλη ισοπαραγωγής είναι γραμμική (μωβ γραμμή) και σημαίνει πως για την επιχείρηση, οι δύο αυτοί συντελεστές παραγωγής είναι υποκατάστατοι και επιλέγει να απασχολήσει τον φθηνότερο, δηλαδή την εργασία που κοστίζει μια χρηματική μονάδα. Θα μπορούσαμε να υποθέσουμε πως ίσως πρόκειται για παραγωγική διαδικασία εντάσεως εργασίας.

			Αυτό το αποτέλεσμα, παρότι δεν είναι ιδιαίτερα ρεαλιστικό, μας επιτρέπει να φέρουμε στο προσκήνιο την σημασία της ελαστικότητας υποκατάστασης μεταξύ των δύο παραγωγικών συντελεστών. Η ελαστικότητα υποκατάστασης μας πληροφορεί για την ευκολία με την οποία η επιχείρηση μπορεί να υποκαταστήσει έναν παραγωγικό συντελεστή με έναν άλλον. Εδώ, εξαιτίας της γραμμικότητας της καμπύλης ισοπαραγωγής, μπορούμε να πούμε πως εφόσον οι συντελεστές παραγωγής είναι στενά υποκατάστατα, η ελαστικότητα υποκατάστασης είναι άπειρη. 

			Και σε αυτή την περίπτωση όπως και στην προηγούμενη, το πιο κατάλληλο εργαλείο είναι ο μη-γραμμικός προγραμματισμός.

			4.6.3 Οικονομική των Επιχειρήσεων 

			Έστω μια κάθετα ολοκληρωμένη22 βιομηχανία αυτοκινήτων και μοτοσυκλετών των οποίων η παραγωγή χρησιμοποιεί πόρους από το τμήμα σχεδιασμού, το τμήμα συναρμολόγησης και το τμήμα ποιοτικού ελέγχου. Η παραγωγή είναι κατά κύριο λόγο αυτοματοποιημένη με τον ανθρώπινο παράγοντα να επεμβαίνει κυρίως στο στάδιο του σχεδιασμού. Προκειμένου να σχεδιαστεί ένα αυτοκίνητο απαιτούνται 8 ώρες στο τμήμα σχεδιασμού, 4 ώρες στο τμήμα συναρμολόγησης και 4 ώρες στο τμήμα ποιοτικού ελέγχου ενώ προκειμένου να κατασκευαστεί μία μοτοσυκλέτα απαιτούνται επίσης 8 ώρες στο τμήμα σχεδιασμού, 2 ώρες στο τμήμα συναρμολόγησης και 3 ώρες στο τμήμα ποιοτικού ελέγχου. Οι διαθέσιμες ώρες εργασίας στο τμήμα σχεδιασμού είναι 960, στο τμήμα συναρμολόγησης είναι 400 ενώ στο τμήμα ποιοτικού ελέγχου οι προς διάθεση ώρες είναι 420. Η τιμή πώλησης του κάθε αυτοκινήτου είναι €15,000 ενώ η τιμή πώλησης της κάθε μηχανής είναι €9,500 και ο αντικειμενικός σκοπός της επιχείρησης είναι η μεγιστοποίηση των μικτών κερδών από την παραγωγή των αυτοκινήτων και των μοτοσικλετών. Οι παραπάνω διαθέσιμες ώρες στο κάθε τμήμα αφορούν στον μέγιστο αριθμό που μπορεί η επιχείρηση να διαθέσει.

			Στο συμβούλιο συμμετέχουν μέτοχοι και διευθυντικά στελέχη. Κάποιος από τους μετόχους διατύπωσε την άποψη πως η διοίκηση της εταιρίας θα πρέπει να δαπανήσει πόρους στην πρόσληψη περισσότερων ειδικών στο τμήμα σχεδιασμού ώστε να διαφοροποιηθεί από τον ανταγωνισμό μέσω του πιο εξελιγμένου σχεδιασμού, κάτι το οποίο θα αυξήσει τα κέρδη της μέσω της διαφοροποίησης, ενώ ταυτόχρονα θα πρέπει να ενισχύσει το τμήμα συναρμολόγησης με περισσότερο εξελιγμένες μηχανές συναρμολόγησης προκειμένου να εναρμονιστούν με το τμήμα σχεδιασμού. Ο οικονομικός διευθυντής της επιχείρησης διαφώνησε με την άποψη αυτή και υποστήριξε πως το καλύτερο για την εταιρεία θα ήταν να επενδύσει στον ποιοτικότερο έλεγχο των παραγόμενων προϊόντων προκειμένου να αυξηθούν τα κέρδη της εταιρείας και επίσης υποστήριξε πως δεν χρειάζεται να δαπανηθούν περαιτέρω πόροι στο τμήμα σχεδιασμού καθώς ήδη το τμήμα αυτό φαίνεται να εμφανίζει αργούν παραγωγικό δυναμικό. Με ποια από τις δυο απόψεις συμφωνείτε και για ποιον λόγο/ους;

			Απάντηση

			Για να απαντήσουμε στην παραπάνω ερώτηση, θα χρειαστεί να διατυπώσουμε το μαθηματικό υπόδειγμα και στην συνέχεια να το λύσουμε χρησιμοποιώντας το λογισμικό R.

			Αρχικά, θα πρέπει να ορίσουμε ως μεταβλητές απόφασης την ποσότητα των παραγόμενων αυτοκινήτων και την ποσότητα των παραγόμενων μοτοσυκλετών και να σχηματίσουμε τους περιορισμούς του προβλήματος που σε αυτή την περίπτωση είναι 3 και αφορούν στις διαθέσιμες ώρες στα τμήματα σχεδιασμού, συναρμολόγησης και ποιοτικού ελέγχου. Επίσης, θα πρέπει να σχηματίσουμε και την αντικειμενική συνάρτηση από την οποία θα προκύψουν και τα μέγιστα (μικτά) κέρδη της αυτοκινητοβιομηχανίας. Πιο συγκεκριμένα, θα έχουμε από τον παρακάτω πίνακα (Πίνακας 4.4):

			
				
					
					
				
				
					
							
							Ποσότητα παραγόμενων αυτοκινήτων
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							Ποσότητα παραγόμενων μοτοσυκλετών
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							Περιορισμός Τμήματος Σχεδιασμού
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							Περιορισμός Τμήματος Συναρμολόγησης
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							Περιορισμός Τμήματος Ποιοτικού ελέγχου
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							Περιορισμοί μη-αρνητικότητας
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							Αντικειμενική συνάρτηση
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			Πίνακας 4.4 Οικονομική των Επιχειρήσεων - Αντικειμενική συνάρτηση και περιορισμοί.

			Για να λύσουμε το πρόβλημα στο R, θα κάνουμε χρήση τόσο του πακέτου “linprog” όσο και του πακέτου “lpSolve” το οποίο καλέσουμε μέσω του “linprog” προκειμένου να γίνουν ακόμη πιο εμφανείς οι διαφορές τους.

			
					Χρησιμοποιώντας το “linprog”

			

			Αρχικά, εισάγουμε το πρόβλημα στο R και στην συνέχεια εκτελούμε τις εντολές. Πιο συγκεκριμένα:

			library(linprog)
cvec = c(15000,9500) ; bvec = c(960,400, 420) ; A = 
matrix(c(8,8,4,2,4,3), nrow=3, ncol=2, byrow=T)
LP = solveLP(cvec,bvec,A,maximum=T) ; print(LP)

			
					Χρησιμοποιώντας το “lpSolve”

			

			library(linprog); library(lpSolve)
cvec = c(15000,9500) ; bvec = c(960,400, 420) ; A = 
matrix(c(8,8,4,2,4,3), nrow=3, ncol=2, byrow=T)
LP1 = solveLP(cvec, bvec, A, maximum = T, const.dir = c(“<=”,”<=”,”<=”), lpSolve = T, solve.dual = T) ; print(LP1)

			Τα αποτελέσματα που παίρνουμε είναι τα ακόλουθα (Εικόνα 4.38):

			[image: ]   

			Εικόνα 4.38 Αντιπαραβολή αποτελεσμάτων των πακέτων linprog και lpSolve.

			Προτού απαντήσουμε στην ερώτηση του προβλήματος, κρίνεται σκόπιμο να σχολιάσουμε τις αποτελέσματα της αντιπαραβολής των δυο παραπάνω αποτελεσμάτων, ώστε κατανοήσουμε ακόμη περισσότερο τις διαφορές των δύο βιβλιοθηκών.

			Ξεκινώντας, μπορούμε να πούμε πως: 

			
					και τα δύο πακέτα αναφέρουν πως έχει λυθεί ένα πρόβλημα μεγιστοποίησης (Maximum) και αναφέρουν και την τιμή της αντικειμενικής συνάρτησης (1540000). 

					τo πακέτο “linprog” αναφέρει και πληροφορίες σχετικά με τα αποτελέσματα της Μεθόδου των 2 Φάσεων (Iterations in phase 1: 0, Iterations in phase 2: 2) ενώ το “lpSolve” δεν παρουσιάζει κάτι τέτοιο. 

					Αμφότερα, μας δείχνουν τις ποσότητες των μεταβλητών απόφασης που ικανοποιούν τους περιορισμούς και μεγιστοποιούν την αντικειμενική συνάρτηση (Solution, Opt 1 90, 2 20). 

					το πακέτο “linprog” μας παρέχει την εικόνα των βασικών μεταβλητών του τελικού πίνακα Simplexο οποίος ενδέχεται να περιλαμβάνει και μεταβλητές απόκλισης (slack variables, εδώ S1) όπως σ’ αυτή την περίπτωση ενώ το πακέτο “lpSolve” δεν έχει κάποιο αντίστοιχο πεδίο. 

					το πεδίο constraints είναι κοινό και στα δύο πακέτα στην περίπτωση που έχουμε «ζητήσει» από το “lpSolve” να υπολογίσει και τις σκιώδεις τιμές (0, 1750, 2000). Σε αντίθετη περίπτωση, η στήλη dual παραλείπεται από το αποτέλεσμα. 

					αναφορικά με το “lpSolve”, το πεδίο constraints είναι αυτό που θα μας δείξει αν τυχόν υπάρχουν μεταβλητές απόκλισης, δηλαδή ποσότητα πόρων που παραμένει αχρησιμοποίητη. Η ποσότητα της (ή των) μεταβλητής απόκλισης αλλά και σε ποιόν περιορισμό αναφέρεται φαίνεται στην στήλη free. Στην περίπτωση αυτή, υπάρχουν 80 αχρησιμοποίητες ώρες στο τμήμα σχεδιασμού. 

					τέλος, οι πληροφορίες που παρέχονται από το τελευταίο πεδίο του αποτελέσματος που έχει προκύψει από το πακέτο “linprog”, μας δίνει απευθείας πληροφορίες σχετικά με το εύρος διακύμανσης των συντελεστών κέρδους (12666.7 19000 και 7500 11250), τις σκιώδεις τιμές των περιορισμών αλλά και για επιπρόσθετες ποσότητες οι οποίες έχουν αναλυθεί σε προηγούμενη ενότητα και εξαιτίας αυτού εδώ παραλείπονται. Οι ποσότητες αυτές μπορούν να εξαχθούν και από το πακέτο “lpSolve” καλώντας τα συγκεκριμένα αντικείμενα κάθε φορά όπως δείξαμε παραπάνω.

			

			Εφόσον έγινε σαφής αναφορά στα δύο αποτελέσματα, μπορούμε να απαντήσουμε στο ερώτημα του προβλήματος. Η απάντηση θα στηριχθεί στην ποσότητα των περιθωρίων μεταβλητών αλλά και στις σκιώδεις τιμές των περιορισμών. Βλέπουμε πως στο τμήμα σχεδιασμού υπάρχουν 80 αχρησιμοποίητες (πλεονάζουσες) ώρες και ως εκ τούτου η περαιτέρω ενίσχυση του τμήματος αυτού δεν θα έχει κανένα απολύτως αντίκτυπο στα κέρδη της εταιρίας κάτι το οποίο φαίνεται και από το γεγονός πως η σκιώδης τιμή που συνδέεται με τον περιορισμό των ωρών του τμήματος σχεδιασμού είναι μηδενική. Αυτό το γεγονός καταδεικνύει πως (οριακές) αυξήσεις στην διαθέσιμη ποσότητα των ωρών λειτουργίας του τμήματος σχεδιασμού δεν συνεισφέρουν στα κέρδη. Επομένως, η άποψη του μετόχου της εταιρίας κρίνεται λανθασμένη. 

			Ας εξετάσουμε τώρα την άποψη του οικονομικού διευθυντή. Οι αχρησιμοποίητες ώρες στο τμήμα σχεδιασμού υποστηρίζουν την άποψη του περί παραγωγικού δυναμικού που δεν χρησιμοποιείται (αναφέρεται και ως «αργούν» παραγωγικό δυναμικό). Προχωρώντας τώρα στο δεύτερο σκέλος του ισχυρισμού του, ότι πρέπει να αυξηθούν οι ώρες λειτουργίας του ποιοτικού ελέγχου, η σκιώδης τιμή μας δείχνει πως με μια οριακή αύξηση των ωρών λειτουργίας του τμήματος ποιοτικού ελέγχου αποφέρει στην εταιρεία κέρδος ύψους €2000 σε αντίθεση με μια αύξηση στις ώρες λειτουργίας του τμήματος συναρμολόγησης που επιφέρει κέρδος ύψους €1750. Ως εκ τούτου, η άποψη του οικονομικού διευθυντή κρίνεται ορθή.

			4.6.4 Οικονομική της εργασίας

			Έστω μια εταιρεία παραγωγής 2 προϊόντων τεχνολογίας. Για την παραγωγή των προϊόντων αυτών η εταιρεία μπορεί να χρησιμοποιήσει ημερησίως το πολύ 15 ώρες ανειδίκευτης και 18 ώρες εξειδικευμένης εργασίας. Η παραγωγή του πρώτου προϊόντος χρειάζεται 1 ώρα ανειδίκευτης και 2 ώρες εξειδικευμένης εργασίας ενώ για την παραγωγή κάθε μονάδας του δεύτερου προϊόντος πρέπει να δαπανηθούν 2 ώρες ανειδίκευτης και 1 ώρα εξειδικευμένης εργασίας. Το ωρομίσθιο του ανειδίκευτου εργάτη διαμορφώνεται στα €6 ενώ του εξειδικευμένου εργάτη στα €15. Η τιμή του πρώτου προϊόντος ανέρχεται σε €40 ενώ του δεύτερου σε €30. Ο διευθυντής παραγωγής (μη-οικονομολόγος) της παραπάνω εταιρείας ισχυρίζεται πως πρέπει να αυξηθούν οριακά οι ώρες εργασίας της ανειδίκευτης εργασίας διότι κοστίζουν λιγότερο και συνεπώς το περιθώριο κέρδους είναι μεγαλύτερο. Ο οικονομικός διευθυντής (οικονομολόγος) της ίδιας εταιρείας υποστηρίζει όχι μόνο ότι πρέπει να αυξηθεί η ποσότητα των ωρών εργασίας της εξειδικευμένης εργασίας αλλά ότι η διοίκηση της εταιρείας είναι διατεθειμένη να αυξήσει την ωριαία αμοιβή της εξειδικευμένης εργασίας (σε σχέση με την αντίστοιχη της ανειδίκευτης). Με ποιόν από τους δύο συντάσσεστε δεδομένου ότι η εταιρεία ενδιαφέρεται να μεγιστοποιήσει τα κέρδη της;

			Απάντηση

			Για να απαντήσουμε στην παραπάνω ερώτηση θα χρειαστεί να διατυπώσουμε το μαθηματικό υπόδειγμα και στην συνέχεια να το λύσουμε χρησιμοποιώντας το λογισμικό R.

			Αρχικά, θα πρέπει να ορίσουμε ως μεταβλητές απόφασης την ποσότητα των παραγόμενων προϊόντων και να σχηματίσουμε τους περιορισμούς του προβλήματος που σε αυτή την περίπτωση είναι 2 και αφορούν στις διαθέσιμες ώρες ανειδίκευτης και εξειδικευμένης εργασίας. Επίσης θα πρέπει να σχηματίσουμε και την αντικειμενική συνάρτηση από την οποία θα προκύψουν και τα μέγιστα (μικτά) κέρδη της εταιρείας. Πιο συγκεκριμένα, θα έχουμε από τον παρακάτω πίνακα (Πίνακας 4.5):

			
				
					
					
				
				
					
							
							Ποσότητα πρώτου προϊόντος
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							Ποσότητα δεύτερου προϊόντος
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							Περιορισμός ωρών εξειδικευμένης εργασίας
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							Περιορισμός ωρών ανειδίκευτης εργασίας
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							Περιορισμοί μη-αρνητικότητας
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							Αντικειμενική συνάρτηση
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			Πίνακας 4.5 Οικονομική της Εργασίας - Αντικειμενική συνάρτηση και περιορισμοί.

			Σε αυτή την περίπτωση, ας χρησιμοποιήσουμε το “linprog”.

			Αρχικά, εισάγουμε το πρόβλημα στο R και στην συνέχεια εκτελούμε τις εντολές. Πιο συγκεκριμένα:

			library(linprog)
cvec = c(40,30) ; bvec = c(18,15) ; A = matrix(c(1,2,2,1), nrow=2, ncol=2, byrow=T)
LP = solveLP(cvec,bvec,A,maximum = T) ; print(LP)

			Το αποτέλεσμα που παίρνουμε είναι το ακόλουθο (Εικόνα 4.39):

			[image: ]

			Εικόνα 4.39 Λύση του προβλήματος για την εφαρμογή στην Οικονομική της Εργασίας.

			Η απάντηση και σε αυτή την περίπτωση βρίσκεται στην ερμηνεία των σκιωδών τιμών των περιορισμών που αντιστοιχούν στις ώρες εργασίας των εξειδικευμένων και των ανειδίκευτων εργατών. Η αμοιβή των ανειδίκευτων εργατών είναι πράγματι μικρότερη από την αντίστοιχη των εξειδικευμένων εργατών αλλά η σκιώδης τιμή που συνδέεται με την αύξηση των ωρών εργασίας τους είναι μικρότερη σχετικά με αυτή των εξειδικευμένων εργατών καθώς κάθε επιπλέον ώρα εξειδικευμένης εργασίας προσφέρει στα κέρδη της επιχείρησης €16.67 ανά μονάδα περίπου και αυτό είναι και το μέγιστο ποσό που μπορεί να διαθέσει η επιχείρηση για να πληρώσει την επιπλέον ώρα εξειδικευμένης εργασίας. 

			Στην περίπτωση που η επιχείρηση αμείβει το κάθε είδος εργασίας το ποσό το οποίο ισούται με την οριακή του συνεισφορά στα (μικτά) κέρδη, τότε λέμε πως ο συντελεστής παραγωγής εργασία αμείβεται την αξία του οριακού του προϊόντος. Κάτι τέτοιο συμβαίνει όταν στην αγορά παραγωγικών συντελεστών επικρατούν συνθήκες πλήρους ανταγωνισμού και ως εκ τούτου ο κάθε παραγωγικός συντελεστής θα αμείβεται με την αξία του οριακού του προϊόντος.

			4.6.5 Αγροτική οικονομική

			Ένας αγρότης διαχειρίζεται δύο αγροτικές καλλιέργειες (Α.Κ) στις οποίες μπορεί να καλλιεργήσει σιτάρι και βαμβάκι. Εξαιτίας διαφορών συνθηκών παραγωγής και ποιότητας εδάφους, παρατηρούνται διαφορές στην απόδοση και στο κόστος των αγροτικών αυτών καλλιεργειών. Οι αποδόσεις καθώς και τα κόστη των καλλιεργειών φαίνονται στον παρακάτω πίνακα (Πίνακας 4.6):

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							
							Αγροτική Καλλιέργεια 1

						
							
							Αγροτική Καλλιέργεια 2

						
					

					
							
							Απόδοση σιταριού/στρέμμα

						
							
							500 κιλά

						
							
							650 κιλά

						
					

					
							
							Κόστος σιταριού/στρέμμα

						
							
							€100

						
							
							€120

						
					

					
							
							Απόδοση βαμβακιού/στρέμμα

						
							
							400 κιλά

						
							
							350 κιλά

						
					

					
							
							Κόστος βαμβακιού /στρέμμα

						
							
							€90

						
							
							€80

						
					

				
			

			Πίνακας 4.6 Αγροτική Οικονομική – Αποδόσεις και κόστη καλλιεργειών.

			Επιπλέον, ο αγρότης έχει στην διάθεση του 100 στρέμματα για κάθε καλλιέργεια. Πρέπει να παράξει 11 τόνους σιταριού και 7 τόνους βαμβακιού προκειμένου να μπορέσει να διεκδικήσει κάποια από τις σχετικές με τις καλλιέργειες του αγροτικές επιδοτήσεις. Ποιο είναι το βέλτιστο σχέδιο καλλιέργειας το οποίο θα ελαχιστοποιούσε το κόστος παραγωγής του αγρότη;

			Απάντηση

			Για να απαντήσουμε στην παραπάνω ερώτηση θα χρειαστεί να διατυπώσουμε το μαθηματικό υπόδειγμα και στην συνέχεια να το λύσουμε χρησιμοποιώντας το λογισμικό R.

			Αρχικά, θα πρέπει να ορίσουμε ως μεταβλητές ενδιαφέροντος τις ποσότητες σιταριού και βαμβακιού στις δυο καλλιέργειες (σύνολο 4 μεταβλητές απόφασης). Δηλαδή, από τον πίνακα (Πίνακας 4.7) παρακάτω έχουμε:

			
				
					
					
				
				
					
							
							Ποσότητα στρεμμάτων στην Α.Κ 1 με σιτάρι
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							Ποσότητα στρεμμάτων στην Α.Κ 1 με βαμβάκι
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							Ποσότητα στρεμμάτων στην Α.Κ 2 με σιτάρι
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							Ποσότητα στρεμμάτων στην Α.Κ 2 με βαμβάκι
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			Πίνακας 4.7 Αγροτική Οικονομική – Ορισμός μεταβλητών απόφασης.

			Σχετικά με τους περιορισμούς, εδώ θα πρέπει να σκεφτούμε ως εξής. Δεδομένου ότι υπάρχουν μόνο 100 στρέμματα σε κάθε αγροτική καλλιέργεια που μπορούν να καλλιεργηθούν, θα πρέπει να προσέξουμε πως από αυτά τα 100 στρέμματα, δεν είναι απαραίτητο να καλλιεργηθούν στο σύνολο τους, επομένως θα έχουμε τους εξής περιορισμούς (Πίνακας 4.8):

			
				
					
					
				
				
					
							
							Στρέμματα Α.Κ 1 με σιτάρι και βαμβάκι
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							Στρέμματα Α.Κ 2 με σιτάρι και βαμβάκι
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			Πίνακας 4.8 Αγροτική Οικονομική – Περιορισμοί – 1.

			Επίσης, θα πρέπει να επιβάλλουμε έναν περιορισμό σχετικά με την ελάχιστη ποσότητα παραγωγής από κάθε προϊόν (Πίνακας 4.9), δηλαδή:

			
				
					
					
				
				
					
							
							Παραγωγή στην Α.Κ 1 με σιτάρι και βαμβάκι
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							Παραγωγή στην Α.Κ 2 με σιτάρι και βαμβάκι
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			Πίνακας 4.9 Αγροτική Οικονομική – Περιορισμοί – 2.

			ΠΡΟΣΟΧΗ: Εδώ, χρειάστηκε να μετατρέψουμε τους τόνους σε κιλά ώστε να εναρμονιστεί με την ποσότητα παραγωγής από το κάθε προϊόν.

			νώ και σε αυτή την περίπτωση, ισχύουν οι περιορισμοί μη-αρνητικότητας (Πίνακας 4.10):

			
				
					
					
				
				
					
							
							Περιορισμοί μη-αρνητικότητας
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			Πίνακας 4.10 Αγροτική Οικονομική – Περιορισμοί – 3.

			Επίσης, υποθέστε πως οι ποσότητες που παράγονται μπορούν και να πωληθούν. Με άλλα λόγια, θα πρέπει να παράγονται τουλάχιστον οι ελάχιστες ποσότητες, το οποίο αν και στην προκειμένη περίπτωση απίθανο καθώς μπορεί να συνοδεύεται από μια αύξηση του ελάχιστου κόστους εξαιτίας της πλεονάζουσας παραγωγής.

			Τέλος, θα πρέπει να διαμορφώσουμε την αντικειμενική συνάρτηση του προβλήματος η οποία είναι η εξής (Πίνακας 4.11): 

			
				
					
					
				
				
					
							
							Αντικειμενική συνάρτηση
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			Πίνακας 4.11 Αγροτική Οικονομική – Αντικειμενική συνάρτηση.

			Σε αυτή την περίπτωση θα καλέσουμε το “lpSolve” μέσω του “linprog”.

			Αρχικά, εισάγουμε το πρόβλημα στο R και στην συνέχεια εκτελούμε τις εντολές. Πιο συγκεκριμένα:

			library(linprog)
cvec = c(100,120,90,80) ; bvec = c(100,100,11000,7000)
A = matrix(c(1,0,1,0,0,1,0,1,500,650,0,0,0,0,400,350), nrow=4, ncol=4, byrow=T)
bvec
LP = solveLP(cvec, ,A,maximum = F, const.dir = c(“<=”,”<=”,”>=”,”>=” )); print(LP)

			Το αποτέλεσμα που παίρνουμε είναι το ακόλουθο (Εικόνα 4.40):

			[image: ]

			Εικόνα 4.40 Αγροτική Οικονομική –Λύση προβλήματος.

			Συνεπώς, η βέλτιστη καλλιέργεια θα αποτελείται από 17.5 στρέμματα στα οποία θα καλλιεργείται σιτάρι στην αγροτική καλλιέργεια 1 και από 16.923 στρέμματα στα οποία θα καλλιεργείται βαμβάκι στην αγροτική καλλιέργεια 2 ενώ βλέπουμε πως το μεγαλύτερο μέρος των καλλιεργειών παραμένει ανεκμετάλλευτο.

			Επίσης, με βάση αυτό το πρόβλημα γραμμικού προγραμματισμού μπορούμε να κάνουμε την εξής παρατήρηση. Επιχειρώντας να λύσουμε στο χαρτί αυτό το πρόβλημα και να πάρουμε μια αρχική βασική λύση, βλέπουμε πως δεν σχηματίζεται μοναδιαίος πίνακας και ως εκ τούτου θα πρέπει να καταφύγουμε στην Μέθοδο Μ εισάγοντας τεχνητές μεταβλητές στο πρόβλημα προκειμένου να μπορέσουμε να σχηματίσουμε μοναδιαίο πίνακα και να πάρουμε μια αρχική βασική λύση. Εάν επιχειρήσουμε να λύσουμε στο χαρτί ένα τέτοιο πρόβλημα, θα διαπιστώσουμε πως παρά το γεγονός ότι δεν παρουσιάζει ιδιαίτερη δυσκολία, καταλήγει ωστόσο να είναι μία αρκετά απαιτητική διαδικασία από άποψη χρόνου. Όταν εισάγαμε και λύσαμε το πρόβλημα στο R, δεν φάνηκε να μας απασχολεί το γεγονός ότι δεν σχηματίζεται μοναδιαίος πίνακας και πρέπει να καταφύγουμε στην Μέθοδο Μ εισάγοντας εκ νέου το πρόβλημα στο R αυτή τη φορά, με τις τεχνητές μεταβλητές. Κάτι τέτοιο συμβαίνει εξαιτίας του γεγονότος πως ο αλγόριθμος βελτιστοποίησης είναι ήδη εξοπλισμένος να διαχειρίζεται τέτοιες καταστάσεις χωρίς να προκαλεί σύγχυση στον χρήστη. Αυτή είναι και η μεγάλη συνεισφορά των λογισμικών επίλυσης προβλημάτων γραμμικού προγραμματισμού και συγκεκριμένα του R το οποίο απλοποιεί την διαδικασία επίλυσης και μέσα σε ελάχιστο χρόνο μας εφοδιάζει με μεγάλη ποσότητα πληροφοριών. 

			Ο χρήστης θα πρέπει να είναι σε θέση να ερμηνεύσει αυτές τις πληροφορίες τόσο με βάση την Οικονομική Θεωρία αλλά και αυτή του Γραμμικού Προγραμματισμού και να αντιμετωπίσει τυχόν προβλήματα που θα προκύψουν. Γίνεται λοιπόν σαφές το γεγονός πως το λογισμικό R είναι σχεδιασμένο να υποστηρίζει και να διευκολύνει την δουλειά του χρήστη ο οποίος αλληλεπιδρά με αυτό προκειμένου να του εισάγει το πρόβλημα που έχει σχηματίσει με βάση την θεωρία. Με άλλα λόγια, πρώτα πρέπει να βασίζεται κανείς στην σωστή εφαρμογή της θεωρίας και σε δεύτερο στάδιο στην αποτελεσματική διεπαφή με το λογισμικό.

			4.6.6 Σχεδιασμός επενδύσεων με πολλαπλές χρονικές περιόδους

			Μια εταιρεία επενδύσεων επιθυμεί να οργανώσει τα επενδυτικά της σχέδια για την προσεχή τριετία. Στην παρούσα χρονική στιγμή (περίοδος 0), τα διαθέσιμα προς επένδυση χρήματα που επιθυμεί να επενδύσει ανέρχονται στις €100,000. Οι αναλυτές της εταιρείας, έπειτα από οικονομετρική ανάλυση με βάση τις παρελθούσες αποδόσεις, έχουν καταλήξει σε πέντε μετοχές οι οποίες εμφανίζουν, ανά δύο, σημάδια ταυτόχρονης ανοδικής πορείας (στην ανάλυση χρονοσειρών αυτό το φαινόμενο καλείται συν-ολοκλήρωση και αναφέρεται στην κοινή εξέλιξη δύο χρονοσειρών). Οι αποδόσεις που σχετίζονται με την επένδυση €1 σε κάθε μετοχή δίνεται από τον παρακάτω πίνακα (Πίνακας 4.12).
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			Πίνακας 4.12 Σχεδιασμός επενδύσεων – Αποδόσεις ανά μετοχή και περίοδο.

			Ο παραπάνω πίνακας μπορεί να ερμηνευτεί ως εξής. Εάν επενδυθεί €1 στην μετοχή Α σήμερα (περίοδος 0), θα αποδώσει €0.5 την περίοδο 1 και €1 την περίοδο 2 κοκ. Η εταιρεία προκειμένου να κάνει διασπορά κινδύνου (risk pooling) επιθυμεί να επενδύσει το πολύ €75,000 σε κάθε επένδυση ξεχωριστά. Επιπλέον, η εταιρεία έχει την δυνατότητα να καταθέσει το ποσό που είναι διατεθειμένη να επενδύσει στις πέντε μετοχές, στην τράπεζα με ετήσιο επιτόκιο 8%. Τα κέρδη από τις επενδύσεις μπορούν να επανεπενδυθούν άμεσα. 

			Σε ποιες μετοχές θα πρέπει να επενδύσει η παραπάνω εταιρεία και ποιο ποσό στην καθεμία, συμπεριλαμβανομένης της επιλογής της τραπεζικής κατάθεσης, ώστε να μεγιστοποιήσει τα κέρδη που θα λάβει την περίοδο 3;

			Απάντηση

			Για να απαντήσουμε στην παραπάνω ερώτηση θα χρειαστεί να διατυπώσουμε το μαθηματικό υπόδειγμα και στην συνέχεια να το λύσουμε χρησιμοποιώντας το λογισμικό R.

			Αρχικά, θα πρέπει να ορίσουμε τις μεταβλητές απόφασης (Πίνακας 4.13):

			
				
					
					
				
				
					
							
							€ που θα επενδυθούν στην μετοχή Α
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							[image: ]

						
					

					
							
							€ που θα επενδυθούν στην μετοχή Γ
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							€ που θα επενδυθούν στην μετοχή Δ
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							€ που θα επενδυθούν στην μετοχή Ε
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							€ που θα επενδυθούν στην τράπεζα την περίοδο 0
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							€ που θα επενδυθούν στην τράπεζα την περίοδο 1
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							€ που θα επενδυθούν στην τράπεζα την περίοδο 2
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			Πίνακας 4.13 Σχεδιασμός Επενδύσεων – Ορισμός μεταβλητών.

			Προσοχή: Τα χρήματα που θα επενδυθούν στην τράπεζα την περίοδο 3, θα αποδώσουν τόκους στο τέλος της περιόδου 3, δηλαδή την περίοδο 4 και ως εκ τούτου δεν αποτελεί μεταβλητή απόφασης την περίοδο 3!

			Στην συνέχεια, θα πρέπει να ορίσουμε τους περιορισμούς του προβλήματος καθώς και την αντικειμενική συνάρτηση (Πίνακας 4.14):

			
				
					
					
				
				
					
							
							Περιορισμός τρέχουσας περιόδου (περίοδος 0)
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							Περιορισμός περιόδου 1
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							Περιορισμός περιόδου 2
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							Όριο επένδυσης στην μετοχή Α

						
							
							[image: ]

						
					

					
							
							Όριο επένδυσης στην μετοχή Β
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							Όριο επένδυσης στην μετοχή Γ
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							Όριο επένδυσης στην μετοχή Δ
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							Όριο επένδυσης στην μετοχή Ε
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							Περιορισμοί μη-αρνητικότητας
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							Αντικειμενική συνάρτηση
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			Πίνακας 4.14 Σχεδιασμός Επενδύσεων – Αντικειμενική συνάρτηση και περιορισμοί.

			Αξίζει να αναφέρουμε πως με το πρόσημο “-” αναφερόμαστε σε επενδύσεις και με το “+” σε αποδόσεις των επενδύσεων. 

			Στα προβλήματα γραμμικού προγραμματισμού, βασικό σημείο είναι να μπορέσουμε να αντιληφθούμε πώς να σχηματίσουμε το σύνολο των περιορισμών καθώς σε τι ακριβώς (σε ποια φυσική ποσότητα) οι περιορισμοί αυτοί αναφέρονται. Στην περίπτωση αυτή, οι περιορισμοί αναφέρονται στις διαφορετικές χρονικές περιόδους καθώς και στο όριο επένδυσης σε κάθε μετοχή. Σ’ αυτή την περίπτωση, ενδιαφέρον παρουσιάζει ο σχηματισμός της αντικειμενικής συνάρτησης καθώς πρέπει να σκεφτούμε ποιες μεταβλητές και κατ’ επέκταση ποιοι συντελεστές κέρδους θα συμπεριληφθούν. 

			Μας ζητήθηκε να υπολογίσουμε το κέρδος της εταιρείας την περίοδο 3. Το κέρδος θα προκύψει από τις μεταβλητές (μετοχές και τραπεζικές καταθέσεις) που δίνουν αποδόσεις κατά την τρίτη και τελευταία περίοδο. Η τραπεζική κατάθεση δίνει επιτόκιο 8% σε ετήσια βάση και ως εκ τούτου, το κάθε ευρώ που κατατίθεται στην τράπεζα στο τέλος του χρόνου γίνεται €1.08 (1+1*0.08=1.08). Για την τελευταία περίοδο (περίοδος 3) τα κέρδη, δηλαδή οι τόκοι, προκύπτουν από το συνολικό ποσό που έχει κατατεθεί στην τράπεζα κατά την προηγούμενη περίοδο, δηλαδή κατά την περίοδο 2 και ως εκ τούτου θα αποδώσει την τρίτη περίοδο. 

			Παρότι οι μεταβλητές που αναφέρονται στην κατάθεση στην τράπεζα (T0, T1, T2) δεν έχουν ξεκάθαρη παρουσία από την αρχή του προβλήματος (βλέπε πίνακα στην αρχή του προβλήματος), ωστόσο δεν θα πρέπει να αγνοηθεί η συμμετοχή τους κατά τον σχηματισμό του μαθηματικού υποδείγματος.

			Η εισαγωγή αυτού του προβλήματος στο R, εμφανίζει μια ιδιαιτερότητα και ρίχνει φως σε μια ακόμη πτυχή του προγραμματιστικού περιβάλλοντος του λογισμικού. Κοιτάζοντας τους περιορισμούς του προβλήματος, βλέπουμε μόνο τις μεταβλητές που συμμετέχουν στον κάθε περιορισμό μαζί με τους αντίστοιχους τεχνολογικούς συντελεστές. Σ’ αυτό το σημείο, ο χρήστης θα πρέπει να σκεφτεί πως κατά τον σχηματισμό της μήτρας των συντελεστών μετατροπής (ή τεχνολογικών συντελεστών) συμμετέχουν όλες οι μεταβλητές που υπάρχουν στο πρόβλημα και όχι μόνο αυτές που εμφανίζονται στο σύνολο των περιορισμών, με την διαφορά ότι οι συντελεστές τους είναι μηδενικοί. Στο συγκεκριμένο πρόβλημα, έχουμε 11 περιορισμούς ο καθένας από τους οποίους αντιστοιχεί σε μία γραμμή της μήτρας συντελεστών και 8 μεταβλητές καθεμιά από τις οποίες αντιστοιχεί σε μια στήλη της ίδιας μήτρας και ως εκ τούτου σχηματίζεται μια μήτρα με 11 γραμμές και 8 στήλες.

			Για να λύσουμε το πρόβλημα αυτό, θα καλέσουμε το “lpSolve” μέσω του “linprog”. Οι εντολές και το αποτέλεσμα (Εικόνες 4.41 και 4.42) φαίνονται παρακάτω.

			library(linprog)
cvec = c(0,1,0,1.9,1.5,0,0,1.08)
bvec = c(100000,0,0,75000,75000,75000,75000,75000,75000,75000,75000)
A = matrix(c(1,0,1,1,0,1,0,0,0.5,-1,1.2,0,0,1.08,
-1,0,1,0.5,0,0,-1,0,1.08,-1,1,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,
0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,1), nrow=11, ncol=8, byrow=T)
LP = solveLP(cvec,bvec,A,maximum = T,
const.dir = 
c(“==”,”==”,”==”,”<=”,”<=”,”<=”,”<=”,”<=”,”<=”,”<=”,”<=”),lpSolve=T)
print(LP)
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			Εικόνα 4.41 Σχεδιασμός Επενδύσεων – Εντολές.

			[image: ]

			Εικόνα 4.42 Σχεδιασμός Επενδύσεων – Αποτέλεσμα.

			Από το αποτέλεσμα παραπάνω (Εικόνα 4.42), βλέπουμε πως το μέγιστο κέρδος την περίοδο 3 θα είναι €218,500 με την εταιρεία να επενδύει στην μετοχή Α €60,000, στην μετοχή Β €30,000, στην μετοχή Δ €40,000 και στην μετοχή Ε €75,000. Παρατηρούμε πως τελικά η εταιρεία δεν θα επενδύσει στην μετοχή Γ αλλά ούτε και θα επιλέξει να καταθέσει κάποιο ποσό στην τράπεζα σε καμία από τις περιόδους που εξετάζει.

			4.7 Παραθέτοντας τα πακέτα εργασίας στις μελέτες

			Στην μέχρι τώρα ανάλυση μας, κατά την επίλυση των προβλημάτων γραμμικού προγραμματισμού έχουμε χρησιμοποιήσει τα πακέτα “linprog” και “lpSolve” τα οποία καλούν και εφαρμόζουν τον επαναληπτικό αλγόριθμο Simplex. Αυτά τα πακέτα, όπως πολλές άλλες πτυχές του R (αλλά και όλων των άλλων λογισμικών που μπορεί κάποιος να χρησιμοποιήσει) βασίζονται στον προγραμματισμό, την ανάπτυξη δηλαδή κώδικα που «μιμείται» την διαδικασία της μεθόδου Simplex, της Μεθόδου Μ κοκ.

			Είναι λοιπόν ιδιαίτερα σημαντικό να αναγνωρίζουμε την συνεισφορά των ανθρώπων που συνέβαλλαν στην ανάπτυξη τους. Σε αντίθετη περίπτωση, οικειοποιούμαστε την προσφορά άλλων ανθρώπων (π.χ. ερευνητών, ακαδημαϊκών) χωρίς να τους αναγνωρίζουμε τα επιτεύγματα τους. Στον ακαδημαϊκό χώρο, κάτι τέτοιο αποτελεί ένα ιδιαίτερα σημαντικό παράπτωμα που ονομάζεται λογοκλοπή (plagiarism).

			To R, μέσω της εξειδικευμένης συνάρτησης citation(.) μας δίνει την δυνατότητα να παραθέσουμε τα στοιχεία αυτών που ανέπτυξαν το πακέτο που έχουμε χρησιμοποιήσει. Το λογισμικό R περιλαμβάνει πληροφορίες σχετικά με το πώς να παραθέσουμε τα πακέτα που χρησιμοποιούμε στην αρχική του κονσόλα όπως φαίνεται στην παρακάτω εικόνα (Εικόνα 4.43):

			[image: ]

			Εικόνα 4.43 Η συνάρτηση citation(.).

			Πιο συγκεκριμένα, στην περίπτωση παράθεσης των πακέτων που έχουμε χρησιμοποιήσει, οι εντολές και τα αποτελέσματα είναι τα ακόλουθα (Εικόνες 4.44 και 4.45):

			
					για το πακέτο “linprog”

			

			citation(“linprog”)
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			Εικόνα 4.44 Το αποτέλεσμα της συνάρτησης citation(.) για το πακέτο linprog.

			
					για το πακέτο “lpSolve”

			

			citation(“lpSolve”)
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			Εικόνα 4.45 Το αποτέλεσμα της συνάρτησης citation(.) για το πακέτο lpSolve.

			Τα παραπάνω αποτελέσματα μας δίνουν πληροφορίες τόσο για τα στοιχεία του συγγραφέα, το έτος δημοσίευσης καθώς και πληροφορίες σχετικές με την παράθεσή τους σε ερευνητικές εργασίες.

			4.8 Σύνδεση με τον κατάλογο Ανοικτών Μαθημάτων

			Στα πλαίσια του έργου Ανοικτά Ακαδημαϊκά Μαθήματα και συγκεκριμένα όσον αφορά στο Τμήμα Οικονομικών Επιστημών του Πανεπιστημίου Πατρών, οι συγγραφείς έχουν αναπτύξει ψηφιακό υλικό με μορφή διαφανειών και βίντεο-διαλέξεων, για το μάθημα “Επιχειρησιακή Έρευνα (Εφαρμογές με το Λογισμικό R)” το οποίο αφορά τόσο στα θέματα που θα παρουσιαστούν στο παρόν σύγγραμμα όσο και στον τρόπο που προσεγγίζεται και διδάσκεται από τους συγγραφείς στο Τμήμα Οικονομικών Επιστημών του Πανεπιστημίου Πατρών. 

			Το υλικό του μαθήματος είναι ελεύθερο στον ενδιαφερόμενο χρήστη μέσω της πλατφόρμας ασύγχρονης τηλεκπαίδευσης του Πανεπιστημίου Πατρών για το Τμήμα Οικονομικών Επιστημών (ECON1318) ενώ το υλικό που σχετίζεται με το παρόν κεφάλαιο μπορεί να βρεθεί εδώ.

			4.9 Σύνοψη Τετάρτου Κεφαλαίου και Διδακτικοί Σκοποί

			Το παρόν κεφάλαιο σκοπό είχε να παρουσιάσει την χρησιμότητα του Γραμμικού Προγραμματισμού στην Οικονομική Επιστήμη μέσω των εφαρμογών που παρουσιάστηκαν και αφορούν σε ένα μεγάλο εύρος των επιμέρους πεδίων εξειδίκευσης των σύγχρονων οικονομικών, να εξοικειώσει τον χρήστη με την διατύπωση του μαθηματικού υποδείγματος των προβλημάτων πραγματικών εφαρμογών κατά κύριο λόγο όμως αποσκοπούσε να παρουσιάσει τις υπολογιστικές δυνατότητες του λογισμικού R στην επίλυση ΠΓΠ με ταχύτητα, αξιοπιστία και πλήθος αποτελεσμάτων που αφορούν στις παραμέτρους του μαθηματικού υποδείγματος και χαρακτηρίζονται από μεγάλο ερμηνευτικό ενδιαφέρον για τον μελετητή.

			Μετά το πέρας αυτού του κεφαλαίου, μεταξύ άλλων, ο αναγνώστης θα πρέπει να είναι σε θέση:

			
					να διατυπώνει ορθά τους περιορισμούς και την αντικειμενική συνάρτηση του προβλήματος ανάλογα με το εκάστοτε ΠΓΠ.

					να μπορεί να εγκαθιστά τα κατάλληλα πακέτα και να καλεί τις αντίστοιχες βιβλιοθήκες προκειμένου να λύσει ΠΓΠ στο R.

					να χρησιμοποιεί με ευχέρεια τα scripts προκειμένου να αποθηκεύει/τροποποιεί την δουλειά του.

					να εισάγει το ΠΓΠ στο περιβάλλον του λογισμικού R και μέσω των κατάλληλων συναρτήσεων που προσφέρει το πρόγραμμα να καταλήγει στην λύση του.

					να ερμηνεύει κάθε τμήμα του αποτελέσματος που επιστρέφει το R με ακρίβεια και βάσει της Οικονομικής Θεωρίας να εξάγει τα κατάλληλα συμπεράσματα.

					να χρησιμοποιεί εναλλακτικά πακέτα και βιβλιοθήκες προκειμένου να λύσει το ΠΓΠ.

					να αναγνωρίζει την συνεισφορά άλλων ακαδημαϊκών, ερευνητών, μελετητών παραθέτοντας τα στοιχεία τους μέσω της συνάρτησης citation(.) καθώς σε αντίθετη περίπτωση διαπράττει λογοκλοπή (plagiarism) που θεωρείται από τα σοβαρότερα παραπτώματα στον ακαδημαϊκό χώρο.

			

			

			
				
					16  Πριν την μελέτη του παρόντος κεφαλαίου, συνίσταται αρχικά η μελέτη του Παραρτήματος 5 και κατόπιν του Παραρτήματος 6.

				

				
					17  Η συνάρτηση rep(.) επαναλαμβάνει τις τιμές του που ο χρήστης του ορίζει. Πρόκειται για μια γενική συνάρτηση και για περισσότερες λεπτομέρειες ο ενδιαφερόμενος χρήστης μπορεί να μεταβεί στην περιγραφή της πληκτρολογώντας ?rep στην κονσόλα του R ή εκτελώντας την εντολή από το ενεργό script.

				

				
					18 Με ανάλογο τρόπο, ο ενδιαφερόμενος χρήστης μπορεί να μεταβεί στην περιγραφή της πληκτρολογώντας ?length στην κονσόλα του R ή εκτελώντας την εντολή από το ενεργό script.

				

				
					19  Σε αυτό το σημείο θα πρέπει να αναφέρουμε πως εφόσον πρόκειται για πρόβλημα μεγιστοποίησης και όλοι οι περιορισμοί έχουν την ίδια φορά, το πρόβλημα δηλαδή είναι σε κανονική μορφή, μπορούμε να παραλείψουμε την πλήρη μορφή των ορισμάτων. Στην περίπτωση όμως κατά την οποία κάποιος περιορισμός έχει διαφορετική φορά, ο ορθός τρόπος γραφής είναι χρησιμοποιώντας το όρισμα const.dir=c(.) εισάγοντας την φορά των περιορισμών με την σειρά που εμφανίζονται στο πρόβλημα.

				

				
					20  Θα λυθούν και προβλήματα κατά τα οποία η ποσότητα των slack variables δεν θα είναι μηδενική και εκεί θα φανούν καλύτερα οι διαφορές.

				

				
					21 Αν και κάτι τέτοιο είναι εμφανές και στον πίνακα του αποτελέσματος.

				

				
					22  Με τον όρο ‘κάθετα ολοκληρωμένη επιχείρηση’ εννοούμε πως όλα τα στάδια της παραγωγής λαμβάνουν χώρα μέσα σε αυτήν και αντιπαραβάλλεται με την οριζόντια ολοκληρωμένη επιχείρηση όπου λαμβάνουν χώρα μέσα σε αυτήν μόνο ορισμένα από τα στάδια της παραγωγής. 
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			ΚΕΦΑΛΑΙΟ ΠΕΜΠΤΟ: Η Δυϊκή Θεωρία. Εφαρμογές του δυϊσμού στην Οικονομική Επιστήμη με την χρήση του λογισμικού R

			Σύνοψη 

			Το κεφάλαιο αυτό σκοπό έχει να παρουσιάσει και να αναδείξει την σημασία και χρησιμότητα της δυϊκής θεωρίας στην μελέτη προβλημάτων γραμμικού προγραμματισμού. Το δυϊκό  πρόβλημα που καθορίζεται με ντετερμινιστικό τρόπο από το αρχικό ή πρωτεύον πρόβλημα έχει δεσπόζουσα σημασία σε αρκετές εφαρμογές της Οικονομικής Επιστήμης. Τα θεωρήματα που περιλαμβάνονται στο παρόν κεφάλαιο, η ερμηνεία του αποτελέσματος τόσο του πρωτεύοντος όσο και του δυϊκού προβλήματος, οι κανόνες και ο τρόπος μετατροπής του πρωτεύοντος σε δυϊκό και το αντίστροφο, η αντιπαραβολή των αποτελεσμάτων των δύο προβλημάτων αλλά και η λύση τους μέσω του λογισμικού R εφοδιάζουν τον αναγνώστη με το απαραίτητο θεωρητικό πλαίσιο αλλά και τεχνικές δεξιότητες προκειμένου να μπορέσει να χρησιμοποιήσει αποτελεσματικά τόσο την θεωρία όσο και τον τρόπο εκτέλεσης της ώστε να προχωρήσει περαιτέρω την ανάλυση. 

			5.1 Εισαγωγή

			Στα κεφάλαια που έχουν προηγηθεί έχουμε παρουσιάσει ένα μεγάλο πλήθος μεθόδων επίλυσης μαθηματικών υποδειγμάτων με περιορισμούς, ξεκινώντας από την σχετικά απλή γραφική επίλυση και προχωρώντας σε περισσότερο σύνθετες μεθοδολογίες του Γραμμικού Προγραμματισμού όπως η Μέθοδος Simplex, η Μέθοδος M, η μέθοδος των Δύο Φάσεων και πώς αυτές μπορούν να χρησιμοποιηθούν για να δώσουν λύση σε προβλήματα της Οικονομικής Επιστήμης. Επίσης, εξαιτίας των δυνατοτήτων, της ταχύτητας και της αξιοπιστίας του υπολογισμού του αποτελέσματος, προκειμένου να λύσουμε ΠΓΠ καταφύγαμε στην χρήση του λογισμικού R.

			Το κεφάλαιο αυτό έρχεται να τονίσει την σημασία ενός χαρακτηριστικού των προβλημάτων κατανομής σπάνιων πόρων που συχνά συναντώνται στα πλαίσια της Οικονομικής Επιστήμης και είναι γνωστό ως δυϊσμός. Με άλλα λόγια, αντί να λύσουμε το αρχικό (στην ορολογία της Επιχειρησιακής Έρευνας αναφέρεται ως πρωτεύον) πρόβλημα, μπορούμε να κατασκευάσουμε και να επιλύσουμε το ισοδύναμο του δυϊκό, αντλώντας ουσιαστικά τις ίδιες πληροφορίες καθώς πρόκειται για το ίδιο πρόβλημα. Οι λόγοι που συνήθως επιλέγουμε να επιλύσουμε το δυϊκό είναι κυρίως το ερευνητικό ερώτημα ή/και η πολυπλοκότητα των αλγεβρικών πράξεων του πρωτεύοντος προβλήματος.

			Έτσι λοιπόν, κάθε πρόβλημα γραμμικού προγραμματισμού συνδέεται με ένα άλλο πρόβλημα γραμμικού προγραμματισμού που ονομάζεται δυϊκό (dual) ενώ το αρχικό καλείται και πρωτεύον πρόβλημα. Η δυϊκή θεωρία παρέχει πληροφορίες κυρίως οικονομικής φύσεως ενώ είναι διαφωτιστική για την ανάλυση των επιπτώσεων της αλλαγής των παραμέτρων [image: ]. Επίσης, η βέλτιστη λύση του δυϊκού είναι άρρηκτα συνδεδεμένη με την λύση του πρωτεύοντος με τέτοιον τρόπο ώστε εάν προσδιορίσουμε την βέλτιστη λύση του πρωτεύοντος προβλήματος θα μπορούμε να ανακτήσουμε άμεσα και την βέλτιστη λύση του δυϊκού. 

			Σ’ αυτό το σημείο, θα πρέπει να θυμίσουμε ότι ένα πρόβλημα γραμμικού προγραμματισμού είναι σε κανονική μορφή όταν ισχύουν τα παρακάτω:

			
					είναι πρόβλημα μεγιστοποίησης,

					όλοι οι περιορισμοί είναι ανισώσεις της μορφής “[image: ]”, και

					όλες οι μεταβλητές είναι μη-αρνητικές.

			

			Σ’ ορισμένα εγχειρίδια (Σίσκος, 2002), στην περίπτωση όπου οι παραπάνω συνθήκες δεν ισχύουν, προχωρούμε μέσα από στοιχειώδεις μετασχηματισμούς σε ένα πρόβλημα γραμμικού προγραμματισμού κανονικής μορφής. Οι μετασχηματισμοί αυτοί περιλαμβάνουν τα παρακάτω (χρησιμοποιείται ρητά ο όρος της ημι-κανονικής μορφής και η χρήση του δυϊκού προβλήματος μέσω αυτής. Θα πρέπει να τονίσουμε ότι στην περίπτωση της ημι-κανονικής μορφής, η τρίτη συνθήκη παρακάτω δεν ισχύει και αφαιρείται):

			
					την μετατροπή του προβλήματος μεγιστοποίησης σε ελαχιστοποίησης και αντίστροφα,

					την μετατροπή της ανισώσεις της μορφής “[image: ]” με πολλαπλασιασμό της γραμμής της με (-1),

					την μετατροπή μιας αρνητικής μεταβλητής [image: ]και αντικατάστασης της μέσα από την [image: ], και

					την μετατροπή μιας μεταβλητής ελευθέρου πρόσημου [image: ], όπως αποκαλείται, μέσω της [image: ].

			

			Ας θεωρήσουμε το πρόβλημα γραμμικού προγραμματισμού με την παρακάτω μορφή. Προφανώς και οι μεταβλητές [image: ] μπορεί να περιλαμβάνουν μεταβλητές απόκλισης, πλεονασματικές και τεχνητές μεταβλητές εφόσον αυτές υπάρχουν στο πρόβλημα μας (βλέπε Κεφάλαιο 3).

			[image: ]

			Ή σε μορφή πινάκων:

			[image: ]

			όπου: 

			[image: ]

			Θα μπορούσαμε να ισχυριστούμε ότι ένα πρόβλημα γραμμικού προγραμματισμού μπορεί να μετατραπεί σε δυϊκό μέσω της παρακάτω διαδικασίας, όπως φαίνεται στον Πίνακα 5.1 παρακάτω:

			
				
					
					
				
				
					
							
							Πρωτεύον Πρόβλημα

						
							
							Δυϊκό Πρόβλημα

						
					

					
							
							[image: ]

						
							
							[image: ]

						
					

				
			

			Πίνακας 5.1 Απεικόνιση διαδικασίας μετατροπής.

			Σε ανηγμένη τώρα μορφή, το δυϊκό πρόβλημα αποδίδεται ως εξής:

			[image: ]

			Πιο συγκεκριμένα, ισχύουν οι παρακάτω παρατηρήσεις:

			
					μια δυϊκή μεταβλητή ορίζεται για καθέναν από τους m περιορισμούς του πρωτεύοντος προβλήματος,

					ένας δυϊκός περιορισμός ορίζεται για καθεμία από τις n μεταβλητές του πρωτεύοντος προβλήματος,

					οι συντελεστές των μεταβλητών ενός δυϊκού προβλήματος ισούνται με τους συντελεστές της συνδεόμενης μεταβλητής του πρωτεύοντος προβλήματος,

					οι συντελεστές της αντικειμενικής συνάρτησης του δυϊκού προβλήματος ταυτίζονται με τα δεξιά μέλη των περιορισμών του πρωτεύοντος προβλήματος.

					Στον παρακάτω πίνακα, παρουσιάζεται σχηματικά ο μετασχηματισμός του πρωτεύοντος σε δυϊκό καθώς και η σχέση που υπάρχει μεταξύ τους.

			

			Η Εικόνα 5.1, συνοψίζει τα παραπάνω:

			[image: ]

			Εικόνα 5.1 Μετατροπή του πρωτεύοντος σε δυικο πρόβλημα.

			Οι κανόνες που παρουσιάστηκαν παραπάνω αλλά και οι κανόνες που υπάρχουν για να καθορίσουμε το είδος της βελτιστοποίησης καθώς και τα πρόσημα των μεταβλητών φαίνονται στον παρακάτω πίνακα (Πίνακας 5.2):

			
				
					
					
				
				
					
							
							Πρωτεύον Πρόβλημα

						
							
							Δυϊκό Πρόβλημα

						
					

					
							
							Πρόβλημα μεγιστοποίησης 

						
							
							Πρόβλημα ελαχιστοποίησης

						
					

					
							
							Περιορισμός τύπου [image: ]

						
							
							Μεταβλητή [image: ] 

						
					

					
							
							Περιορισμός τύπου [image: ] 

						
							
							Μεταβλητή [image: ] 

						
					

					
							
							Περιορισμός τύπου [image: ] 

						
							
							Μεταβλητή [image: ] χωρίς περιορισμό

						
					

					
							
							Μεταβλητή [image: ] 

						
							
							Περιορισμός τύπου [image: ] 

						
					

					
							
							Μεταβλητή [image: ] 

						
							
							Περιορισμός τύπου [image: ]

						
					

					
							
							Μεταβλητή [image: ]  χωρίς περιορισμό

						
							
							Περιορισμός τύπου [image: ] 

						
					

					
							
							Συντελεστής Αντικειμενικής συνάρτησης

						
							
							Συντελεστής δεύτερου μέλους

						
					

					
							
							Συντελεστής δεύτερου μέλους

						
							
							Συντελεστής Αντικειμενικής συνάρτησης

						
					

				
			

			Πίνακας 5.2 Συσχέτιση πρωτεύοντος με δυϊκό πρόβλημα.

			Παρατηρούμε ότι το είδος της βελτιστοποίησης στο δυϊκό πρόβλημα είναι πάντα το αντίθετο από αυτό του πρωτεύοντος προβλήματος, ενώ εάν πρέπει να αντιμετωπίσουμε ένα πρόβλημα ελαχιστοποίησης με περιορισμούς της μορφής “[image: ]”, τότε θα πρέπει να μεγιστοποιήσουμε την αντικειμενική συνάρτηση του δυϊκού με περιορισμούς της μορφής “[image: ]”.

			Ορισμός:  

			
					Ένας περιορισμός ενός ΠΓΠ χαρακτηρίζεται ως δεσμευτικός-αποτελεσματικός αν και μόνο αν η βέλτιστη λύση τον καθιστά ισότητα. Στην αντίθετη περίπτωση, καλείται χαλαρός.

			

			Έστω [image: ] η βέλτιστη λύση ενός ΠΓΠ και [image: ] του δυϊκού του. Το συγκεκριμένο αποτελεί συνέπεια του θεωρήματος karush-Kuhn-Tucker και των συνθηκών βελτιστοποίησης οι οποιες εφαρμόζονται σε κυρτά QP προβλήματα (Kuhn and Tucker, 1951). Επίσης, ισχύουν τα εξής:

			
					οι μεταβλητές του ενός ΠΓΠ που αντιστοιχούν σε χαλαρούς περιορισμούς του άλλου, είναι μη-βασικές μεταβλητές στην βέλτιστη λύση.

					οι μεταβλητές του ενός ΠΓΠ που αντιστοιχούν σε αποτελεσματικούς περιορισμούς του άλλου είναι βασικές μεταβλητές στην βέλτιστη λύση.

					εάν σε κάποιο δεσμευτικό περιορισμό του πρωτεύοντος αντιστοιχεί δυϊκή μεταβλητή με τιμή μηδέν στην βέλτιστη λύση του δυϊκού, τότε το πρωτεύον ΠΓΠ έχει άπειρες λύσεις.

			

			5.2 Οικονομική ερμηνεία του δυϊκού προβλήματος

			Γενικότερα, θα μπορούσαμε να ισχυριστούμε ότι τα προβλήματα γραμμικού προγραμματισμού ασχολούνται με προβλήματα κατανομής περιορισμού αριθμού πόρων σε διαφορετικές εναλλακτικές και ανταγωνιστικές δραστηριότητες. Εάν [image: ] είναι η ποσότητα του πόρου i για την παραγωγή j μονάδων, [image: ] η αύξηση στο μέτρο αποδοτικότητας  j από την αύξηση κατά μία μονάδα της [image: ] τότε:

			
					το [image: ]των περιορισμών (αριστερό μέλος), αντιπροσωπεύει την συνολική ποσότητα πόρων [image: ]  που θα χρησιμοποιηθούν και θα είναι η ελάχιστη διαθέσιμη.

					η αντικειμενική συνάρτηση αντιπροσωπεύει το συνολικό κέρδος.

					το πρωτεύον πρόβλημα γραμμικού προγραμματισμού, μας δείχνει πόση ποσότητα από κάθε προϊόν θα πρέπει να παραχθεί έτσι ώστε να μεγιστοποιηθεί το συνολικό κέρδος, για δεδομένη αξία ανά μονάδα, δραστηριότητα και ορίου του κάθε πόρου. 

			

			Ο Πίνακας 5.3 αποτυπώνει την σύνδεση μεταξύ των δύο προβλημάτων:

			[image: ]

			Πίνακας 5.3 Διαδικασία μετασχηματισμού.

			Επί της ουσίας, το δυϊκό αφορά στην ελαχιστοποίηση της ποσότητας με βάση τους παρακάτω περιορισμούς. Όπως μπορούμε να παρατηρήσουμε, προκειμένου να είναι συμβατοί οι περιορισμοί του δυϊκού, θα πρέπει η μεταβλητή απόφασης στο δυϊκό να εκφράζει την αξία για κάθε μονάδα του μέσου πόρου i. 

			Πιο συγκεκριμένα, ο Πίνακας 5.4 παρακάτω, συνοψίζει τα παραπάνω με μαθηματικό τρόπο:

			[image: ]

			Πίνακας 5.4 Διαδικασία μετασχηματισμού.

			5.2.1 Παράδειγμα μετατροπής του πρωτεύοντος προβλήματος σε δυϊκό 

			Παράδειγμα 1

			Να βρεθεί το δυϊκό του παρακάτω προβλήματος γραμμικού προγραμματισμού.

			[image: ]

			Λύση

			Με βάση όσα αναφέρθηκαν παραπάνω, το δυϊκό πρόβλημα γραμμικού προγραμματισμού του παραπάνω πρωτεύοντος προβλήματος, μπορεί να διαμορφωθεί ως εξής:

			[image: ]

			5.3 Ιδιότητες του δυϊκού προβλήματος γραμμικού προγραμματισμού

			Θεώρημα 1 

			Το δυϊκό του δυϊκού είναι το πρωτεύον.

			Απόδειξη

			Η απόδειξη είναι προφανής και δεν παρουσιάζεται.

			Θεώρημα 2

			Εάν x είναι μια εφικτή λύση του πρωτεύοντος και w του δυϊκού, τότε ισχύει ότι [image: ]. Αυτό καλείται ασθενής δυϊκότητα. 

			Απόδειξη

			Εάν πολλαπλασιάσουμε τον i-περιορισμό του πρωτεύοντος προβλήματος με [image: ] δηλαδή [image: ] και αντίστοιχα τον j-περιορισμό του δυϊκού προβλήματος με [image: ] δηλαδή έχοντας [image: ] και συνδυάσουμε τις σχέσεις που έχουμε, θα διαπιστώσουμε πως [image: ]

			Θεώρημα 3

			Εάν το πρωτεύον πρόβλημα είναι μη-φραγμένο τότε το δυϊκό του δεν έχει εφικτές λύσεις.

			Απόδειξη

			Ας θεωρήσουμε ως [image: ] το σύνολο των εφικτών λύσεων του πρωτεύοντος προβλήματος γραμμικού προγραμματισμού και [image: ] του δυϊκού του και γνωρίζοντας πως το πρωτεύον πρόβλημα είναι μη-φραγμένο δηλαδή [image: ]. Εάν υποθέσουμε ότι το δυϊκό πρόβλημα έχει μια λύση εφικτή w, τότε από το Θεώρημα 2 θα ισχύει ότι [image: ] και με βάση το γεγονός ότι [image: ] θα έχουμε ότι [image: ], το οποίο είναι άτοπο. Θα πρέπει επίσης να γνωρίζουμε πως το αντίστροφο δεν ισχύει πάντα.

			Θεώρημα 4

			Εάν [image: ] μια εφικτή λύση του πρωτεύοντος και [image: ] του δυϊκού έτσι ώστε [image: ]  τότε τα [image: ] και [image: ] είναι βέλτιστες λύσεις του πρωτεύοντος και του δυϊκού αντίστοιχα.

			Απόδειξη

			Εάν x μια εφικτή λύση του πρωτεύοντος και w του δυϊκού τότε θα έχουμε ότι: [image: ] είναι η βέλτιστη λύση του πρωτεύοντος (primal) και [image: ] είναι η βέλτιστη λύση του δυϊκού (dual).

			Επομένως, μπορούμε να συνοψίσουμε αυτά που έχουμε αποδείξει μέχρι στιγμής και να τα παρουσιάσουμε όπως φαίνονται παρακάτω (Εικόνα 5.2) και να ισχυριστούμε ότι κάθε τιμή της αντικειμενικής συνάρτησης του προβλήματος ελαχιστοποίησης είναι άνω φράγμα της αντικειμενικής συνάρτησης του προβλήματος μεγιστοποίησης και αντίστροφα. Οι βέλτιστες αυτές λύσεις είναι τα καλύτερα φράγματα που υπάρχουν. 

			[image: ]

			Εικόνα 5.2 Άνω και κάτω φράγμα του χώρου των λύσεων.

			Θεώρημα 5

			Εάν το δυϊκό πρόβλημα δεν έχει εφικτές λύσεις, τότε το πρωτεύον είτε δεν έχει εφικτές λύσεις είτε είναι μη-φραγμένο.

			Απόδειξη

			Η απόδειξη είναι προφανής και δεν παρουσιάζεται.

			Θεώρημα 6

			Μια εφικτή λύση του ενός προβλήματος θέτει ένα φράγμα στην βέλτιστη λύση του άλλου.

			Απόδειξη

			Εάν θεωρήσουμε ότι:

			[image: ]

			Θεώρημα 7

			Έστω [image: ] και [image: ] δύο εφικτές λύσεις του πρωτεύοντος και του δυϊκού προβλήματος για τις οποίες ισχύει [image: ]και [image: ] αντίστοιχα. Τότε, οι λύσεις αυτές είναι αντίστοιχα βέλτιστες και για τα δύο προβλήματα.

			Απόδειξη

			Η απόδειξη είναι προφανής και δεν παρουσιάζεται.

			Θεώρημα 8

			Εάν το πρωτεύον πρόβλημα γραμμικού προγραμματισμού έχει βέλτιστη λύση, τότε το δυϊκό του έχει βέλτιστη λύση και μάλιστα οι τιμές των αντικειμενικών τους συναρτήσεων είναι ίσες στο βέλτιστο σημείο (Gale, Kuhn and Tucker, 1950). Το θεώρημα αυτό καλείται Θεώρημα Δυϊσμού.

			Απόδειξη

			Η απόδειξη δεν παρουσιάζεται καθώς ξεφεύγει από τους σκοπούς του παρόντος συγγράμματος.

			5.4 Η δυϊκή Μέθοδος Simplex

			Τα δύο προβλήματα, το δυϊκό και το πρωτεύον, μπορούν αν επιλυθούν ως προβλήματα γραμμικού προγραμματισμού με την μέθοδο Simplex όπως αυτή έχει αναπτυχθεί στο Κεφάλαιο 3 του παρόντος συγγράμματος. Επειδή στον τελικό πίνακα Simplex των λύσεων του πρωτεύοντος προβλήματος γραμμικού προγραμματισμού περιέχεται και η λύση του δυϊκού προβλήματος, συνηθίζεται να επιλύεται όποιο πρόβλημα απαιτεί λιγότερους αλγεβρικούς υπολογισμούς. Επιπρόσθετα, θα πρέπει να τονίσουμε το γεγονός ότι κάθε βήμα στην διαδικασία της μεθόδου Simplex συνδέεται με ένα ανάλογο βήμα στην επίλυση του αντίστοιχου δυϊκού προβλήματος.

			Η γενική ιδέα της μεθόδου Simplex υποστηρίζει ότι ξεκινάμε με μία βασική λύση του πρωτεύοντος προβλήματος, η οποία παρεμπιπτόντως αντιστοιχεί σε μια βασική μη-εφικτή λύση του δυϊκού προβλήματος. Με βάση την συγκεκριμένη τεχνική, βελτιώνουμε σταδιακά την λύση αυτή μην παραβιάζοντας την εφικτότητα στο πρωτεύον και καταλήγουμε στη βέλτιστη λύση όταν επιτευχθεί η εφικτότητα και στο δυϊκό. Στην δυϊκή μέθοδο Simplex, ξεκινούμε με μια βασική μη-εφικτή λύση του πρωτεύοντος προβλήματος (υπέρ-βέλτιστη λύση) και συνεπώς η αντίστοιχη δυϊκή είναι εφικτή. Η πρώτη βασική λύση εφικτή για το πρωτεύον είναι η βέλτιστη του. 

			Επομένως, η δυϊκή ή μέθοδος Simplex επιλύει το δυϊκό πρόβλημα χρησιμοποιώντας τους πίνακες του πρωτεύοντος προβλήματος, καθώς μετακινούμαστε από μια βασική εφικτή λύση του δυϊκού σε μία καλύτερη βασική εφικτή λύση. 

			Μια απεικόνιση των παραπάνω παρουσιάζεται στις παρακάτω εικόνες (Εικόνες 5.3 και 5.4).

			[image: ]

			Εικόνα 5.3 Αλγόριθμος Simplex.

			[image: ]

			Εικονα 5.4 Δυϊκή μέθοδος Simplex.

			Στο σημείο αυτό, θα πρέπει να σημειώσουμε πως η ανάπτυξη της δυϊκής μεθόδου Simplex βασίζεται στην άρρηκτη σχέση που υπάρχει μεταξύ των δύο αυτών προβλημάτων γραμμικού προγραμματισμού.

			Ο παρακάτω πίνακας (Πίνακας 5.5), αποδίδει με παραστατικό τρόπο την δομή που θα έχει ο πίνακας Simplex σε μια τυχαία επανάληψη της μεθόδου στο πρωτεύον, όπου Β είναι ο βασικός πίνακας που αντιστοιχεί στη συγκεκριμένη βασική λύση η οποία δεν είναι και κατ’ ανάγκη εφικτή. Ο παρακάτω πίνακας παρουσιάζει τους τύπους που απαιτούνται για τον μετασχηματισμό (Πίνακας 5.5).
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			Πίνακας 5.5 Διαδικασία μετασχηματισμού.

			Θεώρημα 9

			Έστω [image: ]. Εάν [image: ] η λύση w είναι μια βασική εφικτή λύση του δυϊκού προβλήματος γραμμικού προγραμματισμού.

			Απόδειξη

			Όπως έχουμε δει η τυπική μορφή ενός προβλήματος γραμμικού προγραμματισμού δίνεται ως εξής:

			[image: ]

			Εάν τώρα ακολουθήσουμε τους κανόνες εύρεσης του δυϊκού προβλήματος γραμμικού προγραμματισμού, μπορούμε να το πάρουμε ως εξής:

			[image: ]

			Άρα, [image: ] και επομένως είναι η εφικτή λύση του δυϊκού (βασική). Την στιγμή της βελτιστοποίησης, η δυϊκή αντικειμενική συνάρτηση έχει την ίδια τιμή με την αντικειμενική συνάρτηση του πρωτεύοντος καθώς ισχύει ότι: [image: ]

			5.4.1 Παραδείγματα λύσεως προβλημάτων πρωτεύοντος και δυϊκού χωρίς την χρήση της μεθόδου Simplex 

			Παράδειγμα 1

			Δίνεται το παρακάτω πρόβλημα μεγιστοποίησης:

			[image: ]

			με βέλτιστη λύση που περιγράφεται από το εξής διάνυσμα, [image: ]. Ποια είναι η βέλτιστη λύση του δυϊκού;

			Λύση

			[image: ]

			Δεν γνωρίζουμε τον τελικό πίνακα του εν λόγω προβλήματος αλλά μόνο την βέλτιστη λύση που έχει ενώ παρατηρούμε ότι την αποτελούν οι μεταβλητές x1, x3, x4. Η βέλτιστη λύση του δυϊκού προκύπτει ως εξής:

			[image: ]

			Οπότε, [image: ].

			Παράδειγμα 2

			Δίνεται το παρακάτω πρόβλημα μεγιστοποίησης:

			[image: ]

			με βέλτιστο πίνακα τον παρακάτω (Πίνακας 5.6):
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			Πίνακας 5.6 Τελικός πίνακας Simplex παραδείγματος 2.

			
					Να υπολογιστεί η αρχική βάση και ο αντίστροφος της βέλτιστης βάσης

					Να βρεθεί η βέλτιστη λύση του δυϊκού.

			

			Λύση

			Ο υπολογισμός της αρχικής βάσης είναι αρκετά εύκολος καθώς προκύπτει από το πρόβλημα γραμμικού προγραμματισμού και αποτελείται από τις μεταβλητές (x2, x5, x7). Ο υπολογισμός του αντίστροφου πίνακα της βέλτιστης βάσης, γίνεται με βάση τα διανύσματα τα οποία στον αρχικό πίνακα σχημάτιζαν τον μοναδιαίο πίνακα.

			Συνεπώς ο αντίστροφος πίνακας της βέλτιστης βάση δίνεται ως εξής:

			[image: ]

			Για να απαντήσουμε στο δεύτερο ερώτημα, θα χρησιμοποιήσουμε το θεώρημα του συμπληρωματικού περιθωρίου που δίνεται παρακάτω μετατρέποντας για λόγους χώρου το πρόβλημα μας σε δυϊκό. 

			Συνεπώς θα έχουμε ότι:

			 [image: ]

			Θεώρημα 10

			Έστω το πρωτεύον και το δυϊκό του πρόβλημα με τις παρακάτω μορφές (Πίνακας 5.7). Εάν [image: ] και [image: ] οι βέλτιστες λύσεις του πρωτεύοντος και δυϊκού τότε ισχύει:

			[image: ]

			[image: ]

			Μια ελεύθερη απόδοση του συγκεκριμένου θεωρήματος θεωρεί ότι εάν στην βέλτιστη λύση μια μεταβλητή του ενός προβλήματος είναι θετική, τότε ο αντίστοιχος περιορισμός του άλλου είναι ενεργός (δεσμευτικός και ικανοποιείται ως ισότητα) ενώ στην περίπτωση κατά την οποία ένας περιορισμός του ενός προβλήματος είναι αδρανής (μη-δεσμευτικός και δεν ικανοποιείται ως ισότητα), τότε η αντίστοιχη μεταβλητή του άλλου έχει τιμή ίση με μηδέν. Το θεώρημα αυτό λέγεται Θεώρημα Συμπληρωματικού Περιθωρίου. 
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			Πίνακας 5.7 Το πρωτεύον και το δυϊκό πρόβλημα.

			Απόδειξη

			Από την σχέση [image: ] ξέρουμε ότι [image: ] και για κάθε βασική στήλη έστω [image: ] θα έχουμε [image: ]. Μπορούμε να διακρίνουμε δύο περιπτώσεις όπου η μεταβλητή [image: ] δεν είναι στην βέλτιστη λύση, συνεπώς [image: ] και άρα η πρώτη σχέση παραπάνω ισχύει.

			Η δεύτερη περίπτωση, αφορά στο γεγονός ότι η μεταβλητή [image: ] είναι στην βέλτιστη λύση, συνεπώς [image: ] και η στήλη [image: ] είναι βασική και κατά συνέπεια ισχύει η σχέση [image: ]  που μας δίνει την πρώτη σχέση παραπάνω. Με ανάλογο τρόπο αποδεικνύεται και η δεύτερη σχέση.

			5.4.2 Χρήση θεωρήματος συμπληρωματικού περιθωρίου για την επίλυση προβλημάτων γραμμικού προγραμματισμού

			Παράδειγμα 3 

			Να λυθεί με την βοήθεια του δυϊκού, το παρακάτω πρόβλημα γραμμικού προγραμματισμού: 

			[image: ]

			Λύση

			Κατασκευάζουμε το δυϊκό μας πρόβλημα ως εξής:

			[image: ]

			Το παραπάνω δυϊκό μπορεί να λυθεί με γραφική επίλυση με λύση [image: ]. Εάν μια μεταβλητή του ενός προβλήματος είναι μεγαλύτερη από το μηδέν, τότε ο περιορισμός του πρωτεύοντος είναι ενεργός. Άρα, και οι δύο περιορισμοί είναι ενεργοί. 

			Πιο συγκεκριμένα:

			 [image: ]

			Άρα έχουμε:

			[image: ]

			με λύση x1=1, x5=1 και τιμή αντικειμενικής συνάρτησης ίση με 1.

			Παράδειγμα 4 

			Δίνεται το παρακάτω πρόβλημα μεγιστοποίησης:

			[image: ]

			Να διαπιστωθεί ότι το σημείο [image: ] αποτελεί εφικτή λύση του δυϊκού.

			Λύση

			Κατασκευάζουμε το δυϊκό μας πρόβλημα ως εξής:

			[image: ]

			Αντικαθιστoύμε τις τιμές w1=4, w2=5 και παρατηρούμε πως οι περιορισμοί ικανοποιούνται. Θα έχουμε λοιπόν ότι:

			 [image: ]

			Η τιμή της αντικειμενικής συνάρτησης του δυϊκού, και συνεπώς και του πρωτεύοντος, είναι ίση με 361. Εάν τώρα υποθέσουμε ότι η εφικτή λύση του δυϊκού είναι και βέλτιστη με βάση το θεώρημα του συμπληρωματικού περιθωρίου, θα έχουμε ότι x1=x3=x4=0. Άρα, λύνοντας το σύστημα, έχουμε:

			[image: ]

			Ως λύση θα έχουμε [image: ] και τιμή αντικειμενικής συνάρτησης ίση με 367 και βέλτιστο διάνυσμα το 

			 [image: ]

			5.5 Εφαρμογή: πρωτεύον και δυϊκό πρόβλημα στο R

			Στην ενότητα αυτή θα παρουσιάσουμε σε πλήρη έκταση τον τρόπο με τον οποίο εφαρμόζονται οι κανόνες μετατροπής του πρωτεύοντος σε δυϊκό πρόβλημα καθώς και τον τρόπο με τον οποίο συνδέονται, μέσω ενός παραδείγματος που ήδη έχει παρουσιαστεί στην εφαρμογή 4.6.3, και στην συνέχεια θα το λύσουμε χρησιμοποιώντας το λογισμικό R.

			Όπως έχουμε ήδη αναφέρει, σε κάθε πρωτεύον πρόβλημα γραμμικού προγραμματισμού αντιστοιχεί ένα δεύτερο πρόβλημα γραμμικού προγραμματισμού το οποίο ονομάζεται δυϊκό. Θα πρέπει να γνωρίζουμε πως οι βέλτιστες λύσεις είναι ισοδύναμες και στα δύο προβλήματα και πως αν γνωρίζουμε την λύση του πρωτεύοντος είμαστε σε θέση να προσδιορίσουμε και την λύση του δυϊκού και αντίστροφα, χρησιμοποιώντας τον τελικό πίνακα Simplex. Αυτό καλείται αρχή του δυϊσμού, όπως ήδη έχει αναφερθεί.

			Έστω το πρόβλημα μεγιστοποίησης που παρουσιάστηκε στην εφαρμογή 4.6.3 (Πίνακας 5.8):
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			Πίνακας 5.8 Πρόβλημα μεγιστοποίησης.

			Η λύση του οποίου οδηγεί στην πιο αποτελεσματική χρήση των διαθέσιμων πόρων.

			Το δυϊκό πρόβλημα θα αφορά στην ελαχιστοποίηση του κόστους ευκαιρίας από την μη-αποτελεσματική χρήση των διαθέσιμων πόρων.

			Η μετατροπή του πρωτεύοντος σε δυϊκό πραγματοποιείται στα εξής στάδια:

			
					στην περίπτωση που το πρωτεύον είναι πρόβλημα μεγιστοποίησης, το δυϊκό θα είναι πρόβλημα ελαχιστοποίησης.

					σε κάθε περιορισμό του πρωτεύοντος, αντιστοιχεί μια μεταβλητή του δυϊκού ως εξής:	αν ο περιορισμός είναι του τύπου “[image: ]”, η αντίστοιχη μεταβλητή του δυϊκού είναι μη-αρνητική.
	αν ο περιορισμός είναι του τύπου “[image: ]”, η αντίστοιχη μεταβλητή του δυϊκού δεν έχει περιορισμό αρνητικών τιμών.



					οι συντελεστές των μεταβλητών στην αντικειμενική συνάρτηση του πρωτεύοντος εμφανίζονται ως οι σταθερές ποσότητες στο δεξί μέλος των περιορισμών του δυϊκού και αντίστροφα.

					οι ποσότητες στο δεξί μέλος των περιορισμών του πρωτεύοντος εμφανίζονται ως οι συντελεστές της αντικειμενικής συνάρτησης του δυϊκού και αντίστροφα.

					οι συντελεστές μετατροπής του πρωτεύοντος εμφανίζονται ανάστροφα ως συντελεστές μετατροπής του δυϊκού και αντίστροφα.

			

			Με άλλα λόγια, τα στάδια 2 και 4 μας βοηθούν να σχηματίσουμε την αντικειμενική συνάρτηση του δυϊκού προβλήματος ενώ τα στάδια 3 και 5 μας βοηθούν να σχηματίσουμε το σύνολο των περιορισμών.

			Έτσι λοιπόν, με τις μεταβλητές [image: ] θα συμβολίσουμε την αξία χρήσης (κόστος ευκαιρίας) της κάθε διαθέσιμης ώρας εργασίας στο τμήμα σχεδιασμού, συναρμολόγησης και ποιοτικού ελέγχου αντίστοιχα.

			Θα ξεκινήσουμε με την διαμόρφωση της αντικειμενικής συνάρτησης του δυϊκού προβλήματος. Ο οικονομικός στόχος είναι η ελαχιστοποίηση της συνολικής αξίας των μη-χρησιμοποιούμενων πόρων ή αλλιώς, η ελαχιστοποίηση του κόστους ευκαιρίας των διαθέσιμων πόρων (Πίνακας 5.9):
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			Πίνακας 5.9 Πρόβλημα ελαχιστοποίησης κόστους ευκαιρίας – Αντικειμενική συνάρτηση.

			Θα συνεχίσουμε με την διαμόρφωση των περιορισμών του δυϊκού προβλήματος. Το κέρδος από την πώληση ενός αυτοκινήτου είναι 15000 ενώ για την κατασκευή του απαιτούνται 8 ώρες λειτουργίας του τμήματος σχεδιασμού, 4 ώρες λειτουργίας του τμήματος συναρμολόγησης και 4 ώρες λειτουργίας του τμήματος ποιοτικού ελέγχου. Η συνολική αξία χρήσης των συγκεκριμένων ποσοτήτων των πόρων αυτών θα πρέπει να είναι τουλάχιστον ίση με το κέρδος που αποφέρει το προϊόν στην επιχείρηση (Πίνακας 5.10), δηλαδή:

			
				
					
					
				
				
					
							
							Περιορισμός κέρδους ανά αυτοκίνητο
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			Πίνακας 5.10 Περιορισμός κέρδους ανά αυτοκίνητο.

			Ομοίως, για την περίπτωση των μοτοσυκλετών (Πίνακας 5.11): 

			
				
					
					
				
				
					
							
							Περιορισμός κέρδους ανά μοτοσυκλέτα
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			Πίνακας 5.11 Περιορισμός κέρδους ανά μοτοσυκλέτα.

			Ενώ θα πρέπει να ισχύουν οι περιορισμοί μη-αρνητικότητας (Πίνακας 5.12): 

			
				
					
					
				
				
					
							
							Περιορισμοί μη-αρνητικότητας
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			Πίνακας 5.12 Περιορισμοί μη-αρνητικότητας.

			Στο σημείο αυτό, θα πρέπει να αναφέρουμε πως τα [image: ] ονομάζονται δυϊκές τιμές (dual variables) και πως κάθε δυϊκή τιμή συνδέεται με τον αντίστοιχο περιορισμό του πρωτεύοντος προβλήματος κάτι που μας οδηγεί στο συμπέρασμα πως το δυϊκό και το πρωτεύον πρόβλημα συνδέονται μεταξύ τους μέσω των περιορισμών του πρωτεύοντος προβλήματος.

			Οι τιμές των δυϊκών τιμών εκφράζουν την οριακή αξία χρήσης των διαθέσιμων πόρων (δηλαδή την αξία χρήσης (κόστος χρήσης ή κόστος ευκαιρίας από την μη-αποτελεσματική λειτουργία) της κάθε ώρας λειτουργίας σε καθένα από τα 3 τμήματα) του αντίστοιχου περιορισμού του πρωτεύοντος προβλήματος. Ως εκ τούτου, οι μονάδες μέτρησης τους αντιστοιχούν στο κόστος ανά μονάδα του πόρου φαίνονται στον παρακάτω πίνακα (Πίνακας 5.13), δηλαδή:
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							κόστος σε € ανά ώρα λειτουργίας του Τμήματος Σχεδιασμού
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							κόστος σε € ανά ώρα μη-λειτουργίας του Τμήματος Συναρμολόγησης
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							κόστος σε € ανά ώρα μη-λειτουργίας του Τμήματος Ποιοτικού Ελέγχου

						
					

				
			

			Πίνακας 5.13 Δυϊκές μεταβλητές.

			Τέλος, η βέλτιστη τιμή της αντικειμενικής συνάρτησης ελαχιστοποίησης του κόστους ευκαιρίας του δυϊκού προβλήματος είναι ίση με την βέλτιστη τιμή της αντικειμενικής συνάρτησης του πρωτεύοντος προβλήματος καθώς η μεγιστοποίηση του κέρδους με περιορισμένη ποσότητα πόρων οδηγεί στην βέλτιστη αξιοποίηση των διαθέσιμων πόρων.

			Εφόσον σχηματίσουμε το δυϊκό πρόβλημα, μπορούμε να το εισάγουμε στο R. Για λόγους αντιπαραβολής των δύο προβλημάτων, παρουσιάζεται και το αποτέλεσμα του πρωτεύοντος προβλήματος.

			Εδώ, θα χρησιμοποιήσουμε το πακέτο “lpSolve” μέσω του πακέτου “linprog”. Οι εντολές και τα αποτελέσματα του πρωτεύοντος και του δυϊκού, παρουσιάζονται αντίστοιχα τα παρακάτω (Εικόνα 5.5):

			library(linprog)
cvec = c(15000,9500) ; bvec = c(960,400, 420) ; A = 
matrix(c(8,8,4,2,4,3), nrow=3, ncol=2, byrow=T)
primal = solveLP(cvec,bvec,A,maximum=T, lpSolve=T, 
solve.dual=T) ; print(primal)
cvec = c(960,400, 420) ; bvec = c(15000,9500) ; A = 
matrix(c(8,4,4,8,2,3), nrow=3, ncol=2, byrow=T)
dual = solveLP(cvec,bvec,A,maximum=F, const.dir=c(“>=”,”>=”), lpSolve=T, solve.dual=T) print(dual)

			
				
					
					
				
				
					
							
							Πρωτεύον Πρόβλημα

						
							
							Δυϊκό Πρόβλημα
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			Εικόνα 5.5 Αποτελέσματα λογισμικού R για το πρωτεύον και το δυϊκό πρόβλημα.

			Σχετικά με την οικονομική ερμηνεία του αποτελέσματος του δυϊκού προβλήματος, μπορούμε να πούμε πως η βέλτιστη λύση του δυϊκού, δηλαδή οι ποσότητες [image: ] αφορούν στο κόστος ανά μονάδα που προκύπτει από την μη-αποτελεσματική χρήση του πόρου. 

			Στην προκειμένη περίπτωση, στο Τμήμα Σχεδιασμού έχουμε μηδενικό κόστος ανά ώρα επειδή έχουμε slack στον αντίστοιχο περιορισμό του πρωτεύοντος ενώ αξίζει να αναφέρουμε πως μηδενικές τιμές σε κάποια δυϊκή μεταβλητή μας παραπέμπουν σε αχρησιμοποίητη ποσότητα πόρου (εδώ ωρών) στον αντίστοιχο περιορισμό του πρωτεύοντος προβλήματος ενώ μη-μηδενικές τιμές στις δυϊκές τιμές μας παραπέμπουν σε μηδενική ποσότητα αχρησιμοποίητου πόρου στους αντίστοιχους περιορισμούς του πρωτεύοντος προβλήματος. Συνεχίζοντας, στο Τμήμα Συναρμολόγησης έχουμε κόστος €1750 στην περίπτωση που δεν χρησιμοποιείται αποτελεσματικά η κάθε ώρα λειτουργίας του. Το αντίστοιχο κόστος για το Τμήμα Ποιοτικού Ελέγχου είναι €2000/χαμένη ώρα.

			5.6 Παρατηρήσεις σχετικά με το πρωτεύον και το δυϊκό πρόβλημα

			Στο σημείο αυτό αξίζει να κάνουμε κάποιες παρατηρήσεις:

			
					το πρωτεύον πρόβλημα (στην κανονική του μορφή) αφορά στην μεγιστοποίηση της αντικειμενικής συνάρτησης ενώ το δυϊκό στην ελαχιστοποίηση της αντίστοιχης του δυϊκού.

					η τιμή της αντικειμενικής συνάρτησης είναι κοινή και στα δύο προβλήματα εφόσον επί της ουσίας πρόκειται για το ίδιο πρόβλημα.

					η βέλτιστη λύση του πρωτεύοντος συνήθως αναφέρεται σε ποσότητες παραγωγής (90 αυτοκίνητα και 20 μοτοσυκλέτες).

					η βέλτιστη λύση του δυϊκού, κατ’ αναλογία, είναι συνήθως τιμές ανά ώρα (π.χ. €1750/ώρα, €2000/ώρα) και συγκεκριμένα αφορούν στο κόστος από την μη-αποτελεσματική χρήση των διαθέσιμων πόρων (δηλαδή των διαθέσιμων ωρών στο κάθε επιμέρους τμήμα).

					η βέλτιστη λύση του πρωτεύοντος προβλήματος αντιστοιχεί στις δυϊκές τιμές των περιορισμών του δυϊκού και η βέλτιστη λύση του δυϊκού προβλήματος αντιστοιχεί στις σκιώδεις τιμές των περιορισμών του πρωτεύοντος προβλήματος. Συμπεραίνουμε λοιπόν, πως το πρωτεύον και το δυϊκό πρόβλημα συνδέονται μεταξύ τους μέσω των περιορισμών του πρωτεύοντος προβλήματος. Σε κάθε σκιώδη τιμή των περιορισμών του πρωτεύοντος αντιστοιχεί μία δυϊκή μεταβλητή και σε κάθε δυϊκή μεταβλητή αντιστοιχεί μια σκιώδης τιμή βάσει της αρχής του δυισμού.

					οι βέλτιστες τιμές των δυϊκών μεταβλητών συνδέονται με τις βέλτιστες ποσότητες του πρωτεύοντος διαμέσου των περιορισμών του δυϊκού αποτυπώνοντας το κόστος 1 ώρας χαμένης λειτουργίας του αντίστοιχου πόρου.

					οι τιμές των slack του δυϊκού μας παραπέμπουν στην βέλτιστη λύση του πρωτεύοντος.

					η Σκιώδης Τιμή είναι μια ποσότητα που μας πληροφορεί σχετικά με την μεταβολή που επέρχεται στο κέρδος (αν η αντικειμενική συνάρτηση είναι πρόβλημα μεγιστοποίησης κερδών) αν αυξηθεί οριακά η ποσότητα χρήσης του πόρου.

					η Δυϊκή μεταβλητή αναφέρεται στην αξία χρήσης του πόρου (όπως περιγράφεται από τον αντίστοιχο περιορισμό του πρωτεύοντος προβλήματος) και αποτυπώνει το κόστος ανά μονάδα μη-αποτελεσματικής λειτουργίας του πόρου. Με άλλα λόγια, δείχνει πόσο κοστίζει μία (1) μονάδα του πόρου όταν αυτή δεν κατανέμεται (χρησιμοποιείται) αποτελεσματικά ή πόσο συνεισφέρει στο κόστος 1 ώρα λειτουργίας του πόρου που δεν κατανεμήθηκε αποτελεσματικά. 

			

			Εφόσον έχουμε παρουσιάσει αναλυτικά και μέσω ενός παραδείγματος την μετατροπή του πρωτεύοντος σε δυϊκό πρόβλημα, μπορούμε να συνεχίσουμε και χρησιμοποιώντας δύο από τις εφαρμογές που έχουν ήδη δοθεί, ώστε να παρουσιάσουμε δύο από τις γνωστότερες εφαρμογές του δυϊσμού στην Οικονομική Επιστήμη που δεν είναι άλλες από αυτές της ελαχιστοποίησης της δαπάνης από την πλευρά του καταναλωτή και της ελαχιστοποίησης του κόστους παραγωγής από την πλευρά του παραγωγού ή/και της επιχείρησης.

			5.7 Εφαρμογές του δυϊκού προβλήματος στην Οικονομική Επιστήμη

			5.7.1  Ελαχιστοποίηση της δαπάνης του καταναλωτή

			Στην εφαρμογή 4.6.1 μελετήσαμε το πρόβλημα της μεγιστοποίησης της χρησιμότητας του καταναλωτή από δύο αγαθά με δεδομένο τον εισοδηματικό περιορισμό. Εναλλακτικά, θα μπορούσαμε να επιλύσουμε το δυϊκό πρόβλημα της μεγιστοποίησης χρησιμότητας που δεν είναι άλλο παρά η ελαχιστοποίηση της δαπάνης του καταναλωτή με δεδομένες τις τιμές των δύο αγαθών. Αυτό που απομένει λοιπόν είναι να σχηματίσουμε το δυϊκό πρόβλημα και χρησιμοποιώντας το λογισμικό R να το επιλύσουμε.

			Εφαρμόζοντας τους προαναφερθέντες κανόνες, έχουμε τα εξής δεδομένα που παρουσιάζονται στον παρακάτω πίνακα (Πίνακας 5.14):

			
				
					
					
				
				
					
							
							Περιορισμός δαπάνης για αστακό
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							Περιορισμός δαπάνης για σολομό
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							Περιορισμός μη-αρνητικότητας
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							Αντικειμενική συνάρτηση
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			Πίνακας 5.14 Μοντελοποίηση του προβλήματος ελαχιστοποίησης δαπάνης του καταναλωτή.

			Εφόσον σχηματίσαμε το δυϊκό πρόβλημα, θα πρέπει να το εισάγουμε στο R. Εδώ, θα χρησιμοποιήσουμε το πακέτο “lpSolve” μέσω του πακέτου “linprog”. 

			Οι εντολές και τα αποτελέσματα (Εικόνα 5.6) του πρωτεύοντος και του δυϊκού είναι αντίστοιχα τα παρακάτω:

			library(linprog)
cvec = c(1,1) ; bvec = c(150) ; A = matrix(c(2,1), nrow=1, ncol=2, byrow=T)
utility_max = solveLP(cvec,bvec,A,maximum=T, lpSolve=T, solve.dual=T) ; print(utility_max)
cvec = c(150) ; bvec = c(1,1) ; A = 
matrix(c(2,1),nrow=2,ncol=1,byrow=T)
expenditure_min = solveLP(cvec,bvec,A,maximum=F, 
const.dir=c(“>=”,”>=”), lpSolve=T, solve.dual=T) ; 
print(expenditure_min)

			
				
					
					
				
				
					
							
							Μεγιστοποίηση Χρησιμότητας

						
							
							Ελαχιστοποίηση Δαπάνης
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			Εικόνα 5.6 Αποτελέσματα λογισμικού R για την μεγιστοποίηση χρησιμότητας και την ελαχιστοποίηση δαπάνης.

			Παραπάνω (Εικόνα 5.6) αντιπαραβάλλονται τα δύο προβλήματα και συνοψίζονται οι αντιστοιχίες τους. Παρατηρούμε πως η ελάχιστη δαπάνη ισούται με €150 ενώ ο καταναλωτής θα δαπανήσει ολόκληρο το εισόδημά του στην (αγορά και) κατανάλωση ενός από τα δύο αγαθά και συγκεκριμένα του φθηνότερου, δηλαδή του σολομού.

			5.7.2 Ελαχιστοποίηση του συνολικού κόστους παραγωγής

			Στην εφαρμογή 4.6.2 μελετήσαμε το πρόβλημα της μεγιστοποίησης της παραγωγής με την χρήση δύο συντελεστών παραγωγής με δεδομένο το συνολικό κόστος και τις τιμές των συντελεστών παραγωγής. Εναλλακτικά, θα μπορούσαμε να επιλύσουμε το δυϊκό πρόβλημα της μεγιστοποίησης της παραγωγής που δεν είναι άλλο παρά η ελαχιστοποίηση του συνολικού κόστους του παραγωγού για δεδομένο επίπεδο παραγωγής και ποσότητα παραγωγικών συντελεστών. Αυτό που απομένει λοιπόν είναι να σχηματίσουμε το δυϊκό πρόβλημα και χρησιμοποιώντας το λογισμικό R να το επιλύσουμε.

			Εφαρμόζοντας τους προαναφερθέντες κανόνες έχουμε τα εξής δεδομένα που παρουσιάζονται στον παρακάτω πίνακα (Πίνακας 5.15):

			
				
					
					
				
				
					
							
							Περιορισμός κόστους κεφαλαίου

						
							
							[image: ]

						
					

					
							
							Περιορισμός κόστους εργασίας
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							Περιορισμός μη-αρνητικότητας
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							Αντικειμενική συνάρτηση
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			Πίνακας 5.15 Μοντελοποίηση του προβλήματος ελαχιστοποίησης συνολικού κόστους παραγωγής.

			Εφόσον σχηματίσαμε το δυϊκό πρόβλημα, θα πρέπει να το εισάγουμε στο R. Εδώ, θα χρησιμοποιήσουμε το πακέτο “lpSolve” μέσω του πακέτου “linprog”. 

			Οι εντολές και τα αποτελέσματα (Εικόνα 5.7) του πρωτεύοντος και του δυϊκού είναι αντίστοιχα τα παρακάτω: 

			library(linprog)
cvec = c(1,1) ; bvec = c(150) ; A = matrix(c(2,1), nrow=1, ncol=2, byrow=T)
output_max = solveLP(cvec,bvec,A,maximum=T, lpSolve=T, 
solve.dual=T) ; print(output_max)
cvec = c(150) ; bvec = c(1,1) ; A = 
matrix(c(2,1),nrow=2,ncol=1,byrow=T)
cost_min = solveLP(cvec,bvec,A,maximum=F, 
const.dir=c(“>=”,”>=”), lpSolve=T, solve.dual=T) 
print(cost_min)

			
				
					
					
				
				
					
							
							Μεγιστοποίηση Προϊόντος

						
							
							Ελαχιστοποίηση Κόστους Παραγωγής
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			Εικόνα 5.7 Αποτελέσματα λογισμικού R για την μεγιστοποίηση προϊόντος και ελαχιστοποίηση κόστους παραγωγής.

			Παραπάνω (Εικόνα 5.7) αντιπαραβάλλονται τα δύο προβλήματα και συνοψίζονται οι αντιστοιχίες τους. Παρατηρούμε πως το ελάχιστο κόστος ισούται με €150 ενώ ο παραγωγός θα επιλέξει να απασχολήσει έναν μόνο συντελεστή παραγωγής και συγκεκριμένα τον φθηνότερο, δηλαδή την εργασία.

			5.8 Σύνδεση με τον κατάλογο Ανοικτών Μαθημάτων

			Στα πλαίσια του έργου Ανοικτά Ακαδημαϊκά Μαθήματα και συγκεκριμένα όσον αφορά στο Τμήμα Οικονομικών Επιστημών του Πανεπιστημίου Πατρών, οι συγγραφείς έχουν αναπτύξει ψηφιακό υλικό με μορφή διαφανειών και βίντεο-διαλέξεων, για το μάθημα “Επιχειρησιακή Έρευνα (Εφαρμογές με το Λογισμικό R)” το οποίο αφορά τόσο στα θέματα που θα παρουσιαστούν στο παρόν σύγγραμμα όσο και στον τρόπο που προσεγγίζεται και διδάσκεται από τους συγγραφείς στο Τμήμα Οικονομικών Επιστημών του Πανεπιστημίου Πατρών. 

			Το υλικό του μαθήματος είναι ελεύθερο στον ενδιαφερόμενο χρήστη μέσω της πλατφόρμας ασύγχρονης τηλεκπαίδευσης του Πανεπιστημίου Πατρών για το Τμήμα Οικονομικών Επιστημών (ECON1318) ενώ το υλικό που σχετίζεται με το παρόν κεφάλαιο μπορεί να βρεθεί εδώ.

			5.9 Σύνοψη Πέμπτου Κεφαλαίου και Διδακτικοί Σκοποί

			Το κεφάλαιο αυτό σκοπό είχε να παρουσιάσει και να αναδείξει την σημασία και χρησιμότητα της δυϊκής θεωρίας τόσο μέσω της μελέτης προβλημάτων γραμμικού προγραμματισμού όσο και μέσω των εφαρμογών του δυϊσμού, στις δύο δημοφιλέστερες εφαρμογές του στην Οικονομική Επιστήμη.

			Τα θεωρήματα και που περιλαμβάνονται στο Κεφάλαιο, η ερμηνεία του αποτελέσματος τόσο του πρωτεύοντος όσο και του δυϊκού προβλήματος, οι κανόνες και ο τρόπος μετατροπής του πρωτεύοντος σε δυϊκό και το αντίστροφο, η αντιπαραβολή των αποτελεσμάτων των δύο προβλημάτων αλλά και η λύση τους μέσω του λογισμικού R εφοδίασαν τον αναγνώστη με το απαραίτητο θεωρητικό πλαίσιο αλλά και τεχνικές δεξιότητες προκειμένου να μπορέσει να χρησιμοποιήσει αποτελεσματικά τόσο την θεωρία όσο και τον τρόπο εκτέλεσης ώστε να προχωρήσει περαιτέρω την ανάλυση. 

			Η επίλυση του δυϊκού προβλήματος χρησιμοποιώντας το R ίσως αποτελεί την καλύτερη απόδειξη του γεγονότος πως το R μας βοηθάει μόνο να επιλύσουμε το πρόβλημα γρηγορότερα σε σχέση με τους αλγεβρικούς υπολογισμούς που απαιτούνται όταν το λύνουμε «με το χέρι». Η σωστή διατύπωση του δυϊκού προβλήματος επαφίεται στον χρήστη, ο οποίος θα πρέπει να έχει μελετήσει πρώτα τόσο το θεωρητικό πλαίσιο όσο και τους κανόνες μετατροπής του πρωτεύοντος σε δυϊκό.

			Με βάση τα παραπάνω, μετά το πέρας αυτού του κεφαλαίου, μεταξύ άλλων, ο αναγνώστης θα πρέπει να είναι σε θέση:

			
					να χρησιμοποιεί τα θεωρήματα και οι ιδιότητες του δυϊκού ΠΓΠ,

					να κατανοεί πως το πρωτεύον και το δυϊκό πρόβλημα συνδέονται μεταξύ τους μέσω του συστήματος των περιορισμών του πρωτεύοντος προβλήματος,

					να χρησιμοποιεί με ευχέρεια τους κανόνες μετατροπής του πρωτεύοντος προβλήματος σε δυϊκό,

					να ερμηνεύει τα αποτελέσματα του κάθε προβλήματος με ακρίβεια,

					να κατανοεί την συνάφεια ειδικά της δυϊκότητας με τις έννοιες και εφαρμογές της Οικονομικής Επιστήμης, και

					να μπορεί να χρησιμοποιεί το λογισμικό R προκειμένου να επιλύσει και κυρίως να προσφέρει οικονομική ερμηνεία του αποτελέσματος του ΠΓΠ.
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			ΚΕΦΑΛΑΙΟ ΕΚΤΟ: Ανάλυση ευαισθησίας των παραμέτρων του μαθηματικού υποδείγματος. Εφαρμογές χρησιμοποιώντας το R

			Σύνοψη 

			Το κεφάλαιο αυτό έχει σκοπό να παρουσιάσει και να υπογραμμίσει τη σημασία της ανάλυσης ευαισθησίας της βέλτιστης λύσης ενός προβλήματος γραμμικού προγραμματισμού και να το συνδέσει με ανάλογα προβλήματα. Η ανάλυση ευαισθησίας σκοπό έχει να μας πληροφορήσει τόσο για τις αλλαγές που επέρχονται στην λύση του προβλήματος εξαιτίας αλλαγών στις παραμέτρους ενδιαφέροντος όσο και για την αξιοπιστία της λύσης που προέκυψε αρχικά. Η χρήση του λογισμικού R αποδεικνύεται ιδιαίτερα χρήσιμη εφόσον μας προσφέρει γρήγορα και με ακρίβεια τα αποτελέσματα της λύσης του προβλήματος γραμμικού προγραμματισμού που καλούμαστε να επιλύσουμε. Ωστόσο, σημαντικό είναι η γνώση ιδιαίτερα σε προβλήματα οικονομικού ενδιαφέροντος των αλλαγών που υπεισέρχονται.

			6.1 Εισαγωγή

			Στα προηγούμενα κεφάλαια, έχουμε κατά κύριο λόγο ασχοληθεί τόσο με την διατύπωση, μαθηματική τεκμηρίωση και παρουσίαση των μεθόδων του γραμμικού προγραμματισμού που χρειάζεται να εφαρμόσουμε σε κάθε τύπο προβλήματος ώστε να προσδιορίσουμε την βέλτιστη λύση του (τιμή αντικειμενικής συνάρτησης, ποσότητα των μεταβλητών απόφασης, υπολογισμός σκιωδών τιμών κ.α.), όσο και με την οικονομική ερμηνεία των ποσοτήτων ενδιαφέροντος με βάση το πλαίσιο αναφοράς του κάθε προβλήματος. Το επόμενο εύλογο βήμα στην ανάλυση ενός μαθηματικού υποδείγματος, είναι να προσδιορίσουμε την αξιοπιστία της βέλτιστης λύσης που προέκυψε μέσω της μεθόδου Simplex. Με άλλα λόγια, ενδιαφερόμαστε να γνωρίζουμε εάν και κατά πόσο είναι «ευαίσθητη» η λύση που έχουμε προσδιορίσει ως προς τις παραμέτρους εισόδου.

			Ο γενικός ορισμός της ευαισθησίας της βέλτιστης λύσης ενός μαθηματικού υποδείγματος, το οποίο έχουμε ήδη επιλύσει χρησιμοποιώντας τις μεθόδους του γραμμικού προγραμματισμού, όπως αυτές παρουσιάστηκαν στα προηγούμενα κεφάλαια, αναφέρεται στην μεταβολή που μπορεί να υπάρξει στην βέλτιστη λύση εξαιτίας αλλαγών μίας ή περισσότερων παραμέτρων του προβλήματος, είτε πρόκειται για μεταβλητές απόφασης, για τεχνολογικούς συντελεστές ή για οποιοδήποτε άλλο συστατικό στοιχείο του ΠΓΠ. 

			Στην περίπτωση των προβλημάτων γραμμικού προγραμματισμού, η ανάλυση ευαισθησίας μελετά την περίπτωση της μεταβολής της βέλτιστης λύσης ενός ΠΓΠ όταν αλλάξουν ορισμένα από τα αρχικά δεδομένα του. Πιο συγκεκριμένα, οι μεταβολές που εξετάζονται στην περίπτωση των ΠΓΠ αφορούν τα παρακάτω:

			
					μεταβολή στους συντελεστές κέρδους (για προβλήματα μεγιστοποίησης) ή κόστους (για προβλήματα ελαχιστοποίησης).

					μεταβολή των διαθέσιμων ποσοτήτων των πόρων.

					μεταβολή των συντελεστών του συστήματος των περιορισμών (δηλαδή των τεχνολογικών συντελεστών ή των συντελεστών μετατροπής).

					προσθήκη ή/και αφαίρεση μεταβλητών.

					προσθήκη ή/και αφαίρεση περιορισμών.

			

			Το παρόν κεφάλαιο ασχολείται με όλες τις παραπάνω περιπτώσεις, παρουσιάζοντας καθεμιά ξεχωριστά. Προκειμένου να αποκτήσουμε μια πλήρη και σαφή εικόνα για την σημασία της ανάλυσης ευαισθησίας, σε θεωρητικό επίπεδο, θα θεωρήσουμε το παρακάτω πρόβλημα γραμμικού προγραμματισμού σε κανονική μορφή ως εξής:  

			[image: ]

			Μπορούμε τώρα να θεωρήσουμε ως μια πρώτη βέλτιστη λύση του παραπάνω προβλήματος γραμμικού προγραμματισμού το ακόλουθο διάνυσμα,[image: ], τον αντίστοιχο βασικό πίνακα, [image: ], το διάνυσμα των βασικών μεταβλητών [image: ] και το διάνυσμα των συντελεστών κέρδους που αντιστοιχούν στις βασικές μεταβλητές [image: ]. Συνεπώς, μπορούμε να υπολογίσουμε τη βέλτιστη τιμή της αντικειμενικής συνάρτησης από τον τελευταίο πίνακα Simplex για τον οποίο ισχύουν οι παρακάτω σχέσεις, όπου [image: ] είναι οι στήλες του βέλτιστου πίνακα ο οποίος αντιστοιχεί στη βέλτιστη λύση:

			[image: ]

			Το παρακάτω παράδειγμα το συναντήσαμε στο Κεφάλαιο 3 του παρόντος συγγράμματος και θα το χρησιμοποιήσουμε ως σημείο αναφοράς προκειμένου να παρουσιάσουμε τις προαναφερθείσες περιπτώσεις της ανάλυσης ευαισθησίας. Ας υποθέσουμε ότι επιδιώκουμε να επιλύσουμε το παρακάτω ΠΓΠ το οποίο βρίσκεται σε τυπική μορφή: 

			[image: ]

			Εφαρμόζοντας τον αλγόριθμο Simplex, καταλήγουμε στον τελικό πίνακα Simplex του προβλήματος όπως φαίνεται στον παρακάτω πίνακα (Πίνακας 6.1):
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			Πίνακας 6.1 Τελικός πίνακας Simplex του ΠΓΠ.

			6.2 Μεταβολή σε κάποιν συντελεστή στην αντικειμενική συνάρτηση

			Η πρώτη περίπτωση που εξετάζουμε αφορά στην μεταβολή του συντελεστή κόστους, ενώ θα πρέπει να παρατηρήσουμε ότι οι μεταβολές σε αυτό το μέγεθος επηρεάζουν μόνο την τελευταία γραμμή του κάθε πίνακα. Έστω λοιπόν [image: ] το καινούργιο διάνυσμα των συντελεστών κόστους. 

			Με βάση τα παραπάνω, μπορούμε να θεωρήσουμε τον τελικό πίνακα και εκεί να αντικαταστήσουμε τα [image: ] με [image: ]. Κάτι τέτοιο θα μας δώσει την τελική λύση (ή αλλιώς, την νέα λύση) του προβλήματος μετά την μεταβολή. Στην περίπτωση όπου [image: ], η λύση που είχαμε πριν παραμένει βέλτιστη, ενώ στην αντίθετη περίπτωση, ο αλγόριθμος Simplex θα πρέπει να συνεχίσει μέχρις ότου έχουμε μόνο μηδενικά ή θετικά στοιχεία στην τελευταία γραμμή του πίνακα, όπως έχουμε αναλύσει σε προηγούμενα κεφάλαια (βλέπε π.χ.Κεφάλαιο 3). Προκειμένου να καταστεί σαφής η παραπάνω μεταβολή, θα υπολογίσουμε τη νέα βέλτιστη λύση του προβλήματος, δοθέντος ενός νέου διανύσματος συντελεστών, π.χ. το [image: ].

			Αντικαθιστώντας στον τελικό πίνακα του προβλήματος (Πίνακας 6.2) τις νέες τιμές, έχουμε
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			Πίνακας 6.2  Πίνακας Simplex του ΠΓΠ για την μεταβολή του συντελεστή κόστους.

			Παρατηρούμε ότι με την αλλαγή στους συντελεστές κόστους επιτυγχάνεται βέλτιστη λύση, οπότε ο αλγόριθμος Simplex σταματά σ’ αυτό το σημείο.

			6.3 Μεταβολή στις ποσότητες των διαθέσιμων πόρων

			Στην περίπτωση κατά την οποία σ’ ένα ΠΓΠ υπάρξει μια αλλαγή στην ποσότητα κάποιας ή κάποιων εκ των διαθέσιμων ποσοτήτων, στον τελικό πίνακα του προβλήματος το μόνο που επηρεάζεται είναι η πρώτη στήλη. Συνεπώς, αυτό που θα πρέπει να γίνει είναι η αντικατάσταση της πρώτης στήλης η οποία δίνεται από το διάνυσμα [image: ] και με βάση το θεωρητικό πλαίσιο που αναφέραμε προηγουμένως, η στήλη αυτή αντικαθίσταται από το καινούργιο διάνυσμα[image: ] .

			 Ακολουθώντας την ίδια συλλογιστική με την προηγούμενη περίπτωση, οι καινούργιες αλλαγές θα πρέπει να ελεγχθούν ώστε να εξετάσουμε το εάν θα έχουμε μια βέλτιστη λύση. Εάν [image: ], τότε η λύση που έχουμε είναι εφικτή. Στην αντίθετη περίπτωση, συνεχίζουμε με τη δεύτερη φάση του δυικού αλγόριθμου Simplex.

			Εναλλακτικά, χρησιμοποιώντας το δυϊκό πρόβλημα, θα έχουμε μία μετατροπή των σταθερών όρων (διαθέσιμων ποσοτήτων) σε συντελεστές κόστους και κάλλιστα θα μπορούσαμε να μεταφερθούμε στην πρώτη περίπτωση.

			Έτσι λοιπόν, όπως και στην προηγούμενη περίπτωση, μπορούμε να υπολογίσουμε τη νέα βέλτιστη λύση του προβλήματος όταν το καινούργιο διάνυσμα των διαθέσιμων ποσοτήτων δίνεται ως [image: ]. Προκειμένου να προσδιορίσουμε την λύση που προκύπτει μέσω της συγκεκριμένης μεταβολής, θα πρέπει να χρησιμοποιήσουμε την σχέση [image: ].

			Επομένως, θα πρέπει να υπολογίσουμε τον αντίστροφο του βασικού πίνακα Β που αντιστοιχεί στην βέλτιστη λύση του ΠΓΠ και να τον πολλαπλασιάσουμε με το καινούργιο διάνυσμα [image: ] όπως φαίνεται παρακάτω: 

			[image: ]

			Μπορούμε πλέον να υπολογίσουμε την νέα τιμή της αντικειμενικής συνάρτησης χρησιμοποιώντας τον παραπάνω τύπο. Παρατηρούμε ότι η λύση που παίρνουμε δεν είναι εφικτή, αφού ορισμένες μεταβλητές αποκτούν αρνητικές τιμές.

			6.4 Μεταβολή των συντελεστών μετατροπής του συστήματος των περιορισμών

			Η μεταβολή των συντελεστών μετατροπής του συστήματος των περιορισμών επιφέρει μια σημαντική αλλαγή στον πίνακα Α (πίνακας των τεχνολογικών συντελεστών του γραμμικού συστήματος των περιορισμών) ενώ θα μπορούσαμε να ισχυριστούμε ότι αυτή η κατηγορία μεταβολής των παραμέτρων του μαθηματικού υποδείγματος στα πλαίσια της ανάλυσης ευαισθησίας, είναι από τις πιο ουσιαστικές. 

			Σε αυτήν την περίπτωση, μπορούμε να διακρίνουμε δύο περιπτώσεις οι οποίες αφορούν στον πίνακα [image: ] όπως φαίνεται παρακάτω: 

			
					η πρώτη περίπτωση, αναφέρεται σε μεταβολές παραμέτρων οι οποίες δεν αφορούν τις βασικές στήλες της βέλτιστης λύσης του αρχικού ΠΓΠ και συνεπώς ο πίνακας Β παραμένει αμετάβλητος. Η μοναδική αντικατάσταση που γίνεται, αφορά στις στήλες [image: ]  οι οποίες στις αντίστοιχες [image: ], έχουν αλλάξει χρησιμοποιώντας τον τύπο [image: ]  και υπολογίζοντας στον τελικό πίνακα Simplex του προβλήματος τις διαφορές [image: ]. Η συνέχεια είναι γνωστή, καθώς στην περίπτωση κατά την οποία [image: ], τότε η λύση παραμένει βέλτιστη ενώ στην αντίθετη περίπτωση, ο αλγόριθμος Simplex θα πρέπει να συνεχίσει τις επαναλήψεις προκειμένου να καταλήξει στην βέλτιστη γωνιακή λύση.

					κατά την δεύτερη περίπτωση, οι μεταβολές επηρεάζουν τον πίνακα Β και συνεπώς μεταβάλλονται όλες οι στήλες [image: ] του τελικού πίνακα Simplex. Η τεχνική που χρησιμοποιούμε σε αυτήν την περίπτωση, αφορά στην προσθήκη k ακόμα στηλών [image: ], με τους ίδιους συντελεστές κόστους (ή κέρδους στην περίπτωση των προβλημάτων μεγιστοποίησης). Η διαδικασία που ακολουθείται είναι αυτή που έχουμε ήδη περιγράψει, καθώς η κύρια επιδίωξή μας είναι να τις μετατρέψουμε σε βασικές, αφαιρώντας τις αντίστοιχες αρχικές βασικές μεταβλητές που ήδη υπάρχουν στον πίνακα. Είναι προφανές, ότι η χρήση του αλγορίθμου Simplex είναι αναγκαία για την εύρεση της βέλτιστης λύσης.

			

			Ας υποθέσουμε ότι αντί του πρώτου και δεύτερου περιορισμού, έχουμε τους ακόλουθους δύο περιορισμούς:

			[image: ]

			Με βάση τους κανόνες της θεωρίας, η οποία παρουσιάστηκε παραπάνω, το πρωταρχικό μας μέλημα είναι να εξετάσουμε αν ο καινούργιος πίνακας του συστήματος των περιορισμών μεταβλήθηκε αλλά ταυτόχρονα και να σημειώσουμε εάν έχουν γίνει αλλαγές σε βασικές ή/και μη βασικές μεταβλητές. 

			Σύμφωνα με τα παραπάνω, ο καινούργιος πίνακας των συντελεστών μετατροπής των μεταβλητών απόφασης δίνεται ως εξής:

			[image: ]

			Παρατηρούμε ότι η μεταβλητή που αλλάζει δεν είναι βασική και μπορούμε να υπολογίσουμε την καινούργια αυτή μεταβλητή ως εξής:

			[image: ]

			Κατόπιν, θα πρέπει να επιστρέψουμε στον τελικό πίνακα Simplex και να αντικαταστήσουμε την μεταβλητή [image: ] με την καινούργια μεταβλητή [image: ] όπως φαίνεται στον παρακάτω πίνακα. Στην συνέχεια, προχωρούμε στον υπολογισμό της γραμμής [image: ] και εφόσον ισχύει ότι [image: ], τότε έχουμε προσδιορίσει τη βέλτιστη λύση και ο αλγόριθμος Simplex σταματάει, όπως φαίνεται και στον παρακάτω πίνακα (Πίνακας 6.3).
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			Πίνακας 6.3  Πίνακας Simplex του ΠΓΠ για την μεταβολή των συντελεστών μετατροπή του συστήματος.

			6.5 Προσθήκη και αφαίρεση μεταβλητών απόφασης

			Η περίπτωση της προσθήκης ή αφαίρεσης μεταβλητών θα πρέπει να παρατηρήσουμε ότι αποτελεί μία ειδική περίπτωση της μεταβολής των συντελεστών του συστήματος των περιορισμών. Η λογική πίσω από αυτή την παρατήρηση συνδέεται με το γεγονός ότι μπορούμε να θεωρήσουμε ότι κάθε νέα μεταβλητή που εισάγεται, μπορεί να θεωρηθεί ότι υπήρχε και στο προηγούμενο πρόβλημα με συντελεστές μετατροπής ίσους με μηδέν. Στην περίπτωση της αφαίρεσης μεταβλητών, μπορούμε να θεωρήσουμε ότι αυτές παραμένουν στο καινούργιο ΠΓΠ με συντελεστές ίσους με μηδέν.

			Θεωρώντας το αρχικό πρόβλημα ως σημείο αναφοράς, στην περίπτωση που προστεθεί μια καινούργια μεταβλητή με συντελεστή κόστους [image: ] και αντίστοιχη στήλη [image: ], η νέα βέλτιστη λύση του προβλήματος προκύπτει υπολογίζοντας την αντίστοιχη στήλη την οποία προσθέτουμε στον τελικό πίνακα ως εξής:

			[image: ]

			Όπως φαίνεται και στον παρακάτω πίνακα, ο οποίος είναι και ο τελικός εφόσον ικανοποιείται η συνθήκη [image: ], δεν επέρχονται αλλαγές στην βέλτιστη λύση και ως εκ τούτου ο αλγόριθμος Simplex σταματά τις επαναλήψεις, όπως φαίνεται στον παρακάτω πίνακα (Πίνακας 6.4).
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			Πίνακας 6.4  Πίνακας Simplex του ΠΓΠ για την προσθήκη-αφαίρεση μεταβλητών.

			6.6 Προσθήκη και αφαίρεση περιορισμών

			Η προσθήκη ή/και η αφαίρεση ενός ή περισσότερων περιορισμών είναι μια συνηθισμένη τακτική επιπρόσθετης θα λέγαμε βελτιστοποίησης σε αρκετά προβλήματα γραμμικού προγραμματισμού, υπό την έννοια ότι η προσθήκη επιπλέον περιορισμών ενδυναμώνει την ακρίβεια ή την ταχύτητα επίλυσης ενός προβλήματος. Το πρόβλημα, σε θεωρητικό τουλάχιστον επίπεδο, είναι δυνατόν να αντιμετωπιστεί ελέγχοντας εάν η βέλτιστη λύση επαληθεύει τον νέο περιορισμό. Εάν η απάντηση είναι θετική, τότε η βέλτιστη λύση διατηρείται ενώ εάν όχι, τότε θα προκύψει μια καινούργια βέλτιστη λύση.

			Για να υπολογίσουμε την βέλτιστη λύση, έχουμε στην διάθεση μας τις εξής επιλογές:

			
					να μετατρέψουμε το πρωτεύον πρόβλημα ΠΓΠ σε δυικό προσθέτοντας μια νέα μεταβλητή, ή 

					να εισαγάγουμε τον νέο περιορισμό με την μορφή εξίσωσης στον τελικό πίνακα Simplex δημιουργώντας μια μη βασική δυνατή λύση και κατόπιν να προσφύγουμε στον δυικό αλγόριθμο Simplex. 

			

			Πιο συγκεκριμένα, εάν θεωρήσουμε ότι στο ΠΓΠ εισέρχονται s επιπλέον περιορισμοί της μορφής: 

			[image: ]

			θα πρέπει να εξετάσουμε εάν οι επιπλέον αυτοί περιορισμοί ικανοποιούν τη βέλτιστη λύση. Στην περίπτωση που δεν την ικανοποιούν, τότε προσθέτουμε σε κάθε περιορισμό, s, μια μεταβλητή απόκλισης με τον βασικό μας πίνακα B να παίρνει την κάτωθι μορφή: 

			[image: ],

			ενώ όπου I είναι ο μοναδιαίος πίνακας.

			Επομένως, είμαστε σε θέση να υπολογίσουμε τον αντίστροφο του νέου πίνακα [image: ] αλλά και τις μη βασικές στήλες του με βάση τις σχέσεις [image: ] και [image: ]με [image: ] ενώ το [image: ] αντιπροσωπεύει την στήλη του πίνακα Δ που αντιστοιχεί στην μεταβλητή [image: ].

			Στην περίπτωση που προστεθεί ένας νέος περιορισμός στο ΠΓΠ, όπως για παράδειγμα ο περιορισμός [image: ], θα πρέπει να υπολογίσουμε τη νέα βέλτιστη λύση του προβλήματος. Με άλλα λόγια, θα πρέπει να εξετάσουμε εάν η βέλτιστη λύση του αρχικού μας προβλήματος ικανοποιεί τον νέο περιορισμό. Παρατηρούμε ότι κάτι τέτοιο δεν επιβεβαιώνεται οπότε χρειάζεται να καταφύγουμε στην λύση της προσθήκης μιας νέας μεταβλητής απόκλισης. Συνεπώς, θα έχουμε ότι:

			[image: ] 

			Πιο συγκεκριμένα, θα έχουμε ότι:

			[image: ]

			Τέλος, θα πρέπει να αντικαταστήσουμε σχηματίζοντας τον αντίστοιχο πίνακα και συνεχίζοντας με τον δυικό αλγόριθμο Simplex, ώστε σε κάποιο επόμενο βήμα να προσδιορίσουμε εκ νέου τη βέλτιστη λύση.

			6.7 Παρατηρήσεις σχετικά με την διαδικασία της ανάλυσης ευαισθησίας

			Η ανάλυση ευαισθησίας αποδεικνύεται μια ιδιαίτερα χρήσιμη διαδικασία και πρέπει να συνοδεύει κάθε πρόβλημα γραμμικού προγραμματισμού που καλούμαστε να επιλύσουμε. Όπως παρουσιάσαμε και παραπάνω, υπάρχουν κάποια σημεία που χρήζουν προσοχής και ο σκοπός της ενότητας αυτής είναι να εστιάσει στα σημεία αυτά. Πιο συγκεκριμένα:

			
					στην περίπτωση που κάποιος συντελεστής κέρδους (ή κόστους), ξεπεράσει τα διαστήματα εμπιστοσύνης στην τελευταία σειρά του τελικού πίνακα Simplex [image: ], απαιτείται η συνέχιση του αλγορίθμου Simplex για την εύρεση μιας νέας γωνιακής λύσης.

					το διάστημα για τις ποσότητες των δεσμευτικών περιορισμών αντιπροσωπεύει τα όρια μέσα στα οποία μπορούν αυτές να μεταβάλλονται χωρίς όμως να προκύψει αντικατάσταση στις βασικές μεταβλητές του προβλήματος και κατά συνέπεια να μην χρειαστεί επανάληψη του αλγορίθμου Simplex.

					οι τιμές των μεταβλητών μεταβάλλονται σύμφωνα με τους συντελεστές μετατροπής (δηλαδή τις στήλες) του πίνακα και το κέρδος (κόστος) σύμφωνα με την αντίστοιχη τιμή του περιορισμού.

					οι μη-δεσμευτικοί περιορισμοί έχουν μόνο ένα όριο (κατώτατο στην περίπτωση που είναι του τύπου “[image: ]”και ανώτατο στην περίπτωση που είναι του τύπου “[image: ]”).

					για μεταβολές των ποσοτήτων των διαθέσιμων πόρων των μη-δεσμευτικών περιορισμών εντός των ορίων, η βέλτιστη λύση δεν μεταβάλλεται.

			

			Στην περίπτωση μεταβολής των τεχνολογικών συντελεστών (ή συντελεστών μετατροπής) του συστήματος των περιορισμών σε κάποια/ες από τις μεταβλητές απόφασης, μπορούμε να διακρίνουμε τις ακόλουθες δύο περιπτώσεις:

			
					Αλλαγή σε μη-βασική μεταβλητή	Αν η αλλαγή στους συντελεστές μετατροπής αφορά σε μια μη-βασική μεταβλητή, τότε με βάση τον τελικό πίνακα Simplex και χρησιμοποιώντας τον τύπο [image: ], όπου [image: ] είναι οι νέες τιμές, [image: ] είναι ο βασικός πίνακας του τελικού πίνακα Simplex και [image: ] είναι το διάνυσμα των νέων συντελεστών μετατροπής, υπολογίζουμε τις νέες τιμές της μη-βασικής μεταβλητής.
	Στην συνέχεια χρησιμοποιώντας τον τελικό πίνακα Simplex, αντικαθιστούμε τις νέες τιμές της μη-βασικής μεταβλητής, ενώ ο συντελεστής κέρδους ή κόστους παραμένει σταθερός.
	Υπολογίζουμε εκ νέου το κριτήριο βελτιστότητας (δηλαδή την γραμμή [image: ]) και ανάλογα με τον αντικειμενικό σκοπό του ΠΓΠ αποφασίζουμε εάν ή όχι η λύση είναι βέλτιστη. Αν δεν είναι βέλτιστη, προβαίνουμε στον υπολογισμό του επόμενου πίνακα Simplex.



					Αλλαγή (και) σε βασική μεταβλητή	Στην περίπτωση κατά την οποία οι αλλαγές αφορούν και βασικές μεταβλητές, τότε υπολογίζουμε εκ νέου τις τιμές με βάση τον παραπάνω τύπο όπως και στην περίπτωση που η αλλαγή αφορά σε μη βασική μεταβλητή. 
	Κατόπιν, μεταβαίνουμε στον τελικό πίνακα Simplex όπου αφήνουμε την στήλη της βασικής μεταβλητής που άλλαξε ως ήταν και προσθέτουμε (στον τελικό πίνακα Simplex) μια νέα στήλη με τις τιμές που υπολογίσαμε παραπάνω, χρησιμοποιώντας τους ίδιους συντελεστές κέρδους (ή κόστους).
	Χρησιμοποιώντας διαδοχικούς πίνακες Simplex, τις μετατρέπουμε σε βασικές μεταβλητές διώχνοντας τις αντίστοιχες αρχικές βασικές στήλες, μέχρις ότου να καταλήξουμε στον τελικό πίνακα.
	Στην περίπτωση κατά την οποία η αλλαγές αφορούν σε αρκετές από τις βασικές στήλες είναι προτιμότερο να λύσουμε το ΠΓΠ από την αρχή.
	Επίσης, βασική προϋπόθεση για τα παραπάνω είναι να σχηματίζεται βάση (μοναδιαίος πίνακας) αρχικά.



			

			6.8 Ανάλυση ευαισθησίας ενός μαθηματικού υποδείγματος με την χρήση του λογισμικού R

			Όπως έχει ήδη γίνει σαφές από τις ενότητες που έχουν προηγηθεί, η ανάλυση ευαισθησίας εξετάζει την επίδραση των αλλαγών των παραμέτρων του ΠΓΠ στην βέλτιστη λύση του. 

			Στην παρούσα ενότητα, θα δούμε ότι μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε το λογισμικό R ώστε να προβούμε σε ανάλυση ευαισθησίας γρήγορα και με ακρίβεια. Προκειμένου να αποφύγουμε (ακούσιες) επαναλήψεις των όσων έχουν ήδη παρουσιαστεί στις ενότητες προηγούμενων κεφαλαίων, θα ακολουθήσουμε την σειρά των μεταβολών που παρουσιάστηκαν στο παρόν kεφάλαιο εστιάζοντας κάθε φορά στις βασικές συνιστώσες της λύσης (τιμή αντικειμενικής συνάρτησης, βέλτιστες τιμές των μεταβλητών απόφασης, σκιώδεις τιμές) του ΠΓΠ.

			Ας υποθέσουμε το παρακάτω πρόβλημα γραμμικού προγραμματισμού:

			Έστω ένας βιομηχανικός κλάδος που παράγει δύο διαφορετικά μεταξύ τους προϊόντα χρησιμοποιώντας ώρες από το τμήμα επεξεργασίας και ώρες από το τμήμα συναρμολόγησης. Εξαιτίας σπανιότητας πόρων, ο κλάδος μπορεί να διαθέσει σε εβδομαδιαία βάση όχι περισσότερες από 100 ώρες στο τμήμα επεξεργασίας και το πολύ 80 ώρες στο τμήμα συναρμολόγησης ενώ για την παραγωγή του προϊόντος 1 απαιτούνται (σε εβδομαδιαία βάση) 2 ώρες στο τμήμα επεξεργασίας και 1 ώρα στο τμήμα συναρμολόγησης ενώ τα αντίστοιχα μεγέθη για το προϊόν 2 είναι 1 και ώρα αντίστοιχα. Το καθαρό κέρδος από την πώληση των προϊόντων αυτών ανέρχεται σε 3 χρηματικές μονάδες για το προϊόν 1 και 2 χρηματικές μονάδες για το προϊόν 2. Επίσης, το τμήμα έρευνας αγοράς της επιχείρησης, έχει εκτιμήσει ότι η αγορά δεν μπορεί να απορροφήσει περισσότερες από 40 μονάδες του προϊόντος 1 ανά εβδομάδα. Ο αντικειμενικός σκοπός του κλάδου είναι η μεγιστοποίηση των κερδών του.

			Σύμφωνα με τα παραπάνω, το μαθηματικό υπόδειγμα που καλούμαστε να επιλύσουμε μαζί με το σύνολο των περιορισμών και τους περιορισμούς μη αρνητικότητας, είναι το ακόλουθο:

			[image: ]

			Για να λύσουμε το παραπάνω πρόβλημα γραμμικού προγραμματισμού καθώς και για προχωρήσουμε στην ανάλυση ευαισθησίας των παραμέτρων του, θα χρησιμοποιήσουμε το πακέτο “linprog”.

			Αρχικά, εισάγουμε το πρόβλημα στο R και στην συνέχεια εκτελούμε τις εντολές. Πιο συγκεκριμένα:

			library(linprog)
cvec = c(3,2) ; bvec = c(100,80,40)
A = matrix(c(2,1,1,1,1,0),nrow=3,ncol=2,byrow=T)

			Το αποτέλεσμα που παίρνουμε είναι το ακόλουθο όπως φαίνεται παρακάτω (Εικόνα 6.1):

			[image: ]

			Εικόνα 6.1 Αποτέλεσμα απο το πρόγραμμα R.

			Λύνοντας το αρχικό πρόβλημα, παρατηρούμε ότι η τιμή της αντικειμενικής συνάρτησης είναι 180, η βέλτιστη ποσότητα του προϊόντος 1 είναι x1=20, του προϊόντος 2 είναι x2=60 ενώ υπάρχουν αχρησιμοποίητοι πόροι που δηλώνεται από την μεταβλητή απόκλισης S3=20. Οι σκιώδεις τιμές που συνδέονται με τους δυο πρώτους περιορισμούς είναι ίσες με 1 ενώ η σκιώδης τιμή του τρίτου περιορισμού είναι 0 εφόσον υπάρχουν αχρησιμοποίητοι πόροι.

			Στην συνέχεια, θα παρουσιάσουμε μια σειρά από αλλαγές στις παραμέτρους του αρχικού ΠΓΠ, με την σειρά που παρουσιάστηκαν στο παρόν κεφάλαιο.

			6.8.1 Μεταβολή στους συντελεστές της αντικειμενικής συνάρτησης

			Ας υποθέσουμε ότι μεταβάλλονται οι συντελεστές κέρδους των δύο προϊόντων που συμμετέχουν στην αντικειμενική συνάρτηση και από 3 και 2 γίνονται 5 και 3.5 αντίστοιχα.

			Οι υπόλοιπες παράμετροι του προβλήματος παραμένουν ως έχουν και έτσι, το νέο πρόβλημα που θα πρέπει να επιλύσουμε είναι το παρακάτω:

			[image: ]

			Αρχικά, εισάγουμε το πρόβλημα στο R και στην συνέχεια εκτελούμε τις εντολές. Πιο συγκεκριμένα:

			cvec = c(5,3.5) ; bvec = c(100,80,40)
A = matrix(c(2,1,1,1,1,0),nrow=3,ncol=2,byrow=T)
LP1 = solveLP(cvec, bvec, A, maximum = T) ; print(LP1)

			Το αποτέλεσμα που παίρνουμε είναι το ακόλουθο, όπως φαίνεται στην παρακάτω εικόνα (Εικόνα 6.2):

			[image: ]

			Εικόνα 6.2 Αποτέλεσμα απο το πρόγραμμα R για την αλλαγή στους συντελεστές κέρδους.

			Σ’ αυτή την περίπτωση, παρατηρούμε ότι η τιμή της αντικειμενικής συνάρτησης έχει αλλάξει από 180 σε 310, οι βέλτιστες ποσότητες των προϊόντων 1 και 2 παραμένουν αμετάβλητες όπως και η μεταβλητή απόκλισης. Όμως, οι σκιώδεις τιμές που συνδέονται με τους δύο πρώτους περιορισμούς εμφανίζονται αλλαγμένες και ενώ ήταν ίσες με 1 τώρα είναι 1.5 και 2 αντίστοιχα. Φυσικά, η σκιώδης τιμή του τρίτου περιορισμού είναι 0 εφόσον υπάρχουν αχρησιμοποίητοι πόροι.

			6.8.2 Μεταβολή στις ποσότητες των διαθέσιμων πόρων

			Ας υποθέσουμε ότι μεταβάλλονται ταυτόχρονα οι διαθέσιμες ώρες του τμήματος επεξεργασίας και συναρμολόγησης καθώς και η ζήτηση για το προϊόν 1 και γίνονται 70, 20 και 50 αντίστοιχα.

			Οι υπόλοιπες παράμετροι του προβλήματος παραμένουν ως έχουν και έτσι, το νέο πρόβλημα που θα πρέπει να επιλύσουμε είναι το παρακάτω:

			[image: ]

			Αρχικά, εισάγουμε το πρόβλημα στο R και στην συνέχεια εκτελούμε τις εντολές. Πιο συγκεκριμένα:

			cvec = c(3,2) ; bvec = c(70,50,20)
A = matrix(c(2,1,1,1,1,0),nrow=3,ncol=2,byrow=T)
LP2 = solveLP(cvec, bvec, A, maximum = T) ; print(LP2)

			Το αποτέλεσμα που παίρνουμε είναι το ακόλουθο, όπως φαίνεται στην παρακάτω εικόνα (Εικόνα 6.3):

			[image: ]

			Εικόνα 6.3 Αποτελεσμα απο το πρόγραμμα R για την αλλαγή στις ποσότητες των διαθεσίμων πόρων.

			Σ’ αυτή την περίπτωση, παρατηρούμε ότι η τιμή της αντικειμενικής συνάρτησης έχει αλλάξει σε 120, οι βέλτιστες ποσότητες των προϊόντων 1 και 2 έχουν αλλάξει σε 20 και 30 αντίστοιχα ενώ δεν υπάρχουν καθόλου αχρησιμοποίητοι πόροι. 

			Ιδιαίτερη προσοχή χρειάζεται σχετικά με τις σκιώδεις τιμές του προβλήματος αυτού σε σχέση με το αρχικό πρόβλημα. Εδώ, δεν μπορούμε να προβούμε σε σύγκριση των σκιωδών τιμών που συνδέονται με τους περιορισμούς των δύο προβλημάτων, καθώς οι σκιώδεις τιμές αναφέρονται στην οριακή μεταβολή ενός από τους περιορισμούς του προβλήματος κάθε φορά (και ότι αυτή η οριακή μεταβολή επηρεάζει την τιμή της αντικειμενικής συνάρτησης), και στην προκειμένη περίπτωση έχει υπάρξει ταυτόχρονη μεταβολή στις διαθέσιμες ποσότητες όλων των περιορισμών.

			6.8.3 Μεταβολή στους συντελεστές μετατροπής του συστήματος των περιορισμών 

			Ας υποθέσουμε ότι λόγω μειωμένης παραγωγικότητας, απαιτούνται 4 ώρες στο τμήμα επεξεργασίας και 2 στο τμήμα συναρμολόγησης για το προϊόν 1 και 3 ώρες στο τμήμα συναρμολόγησης για το προϊόν 2. Έχουμε δηλαδή μια μεταβολή των τεχνολογικών συντελεστών του συστήματος των περιορισμών του προβλήματος. Οι υπόλοιπες παράμετροι του προβλήματος παραμένουν αμετάβλητες. Το νέο πρόβλημα που θα πρέπει να επιλύσουμε είναι το παρακάτω:

			[image: ]

			Αρχικά, εισάγουμε το πρόβλημα στο R και στην συνέχεια εκτελούμε τις εντολές. Πιο  συγκεκριμένα:

			cvec = c(3,2) ;  bvec = c(100,80,40)
A = matrix(c(4,2,1,3,1,0),nrow=3,ncol=2,byrow=T)
LP3 = solveLP(cvec, bvec, A, maximum = T) ; print(LP3)

			Το αποτέλεσμα που παίρνουμε είναι το ακόλουθο, όπως φαίνεται και στην παρακάτω εικόνα (Εικόνα 6.4):

			[image: ]

			Εικόνα 6.4 Αποτελεσμα απο το πρόγραμμα R για την αλλαγή στους συντελεστές μετατροπής.

			Σ’ αυτή την περίπτωση, παρατηρούμε ότι η τιμή της αντικειμενικής συνάρτησης έχει αλλάξει από 180 σε 86, οι βέλτιστες ποσότητες των προϊόντων 1 και 2 έχουν μεταβληθεί σε 14 και 22 αντίστοιχα όπως και η μεταβλητή απόκλισης έχει αυξηθεί από 20 σε 26. Οι σκιώδεις τιμές που συνδέονται με τους δυο πρώτους περιορισμούς εμφανίζονται αλλαγμένες και ενώ ήταν ίσες με 1 τώρα είναι 0.7 και 0.2 αντίστοιχα. Φυσικά, η σκιώδης τιμή του τρίτου περιορισμού είναι 0 εφόσον υπάρχουν αχρησιμοποίητοι πόροι.

			6.8.4 Προσθήκη μίας μεταβλητής απόφασης 

			Ας υποθέσουμε ότι ο κλάδος επιθυμεί να εισέλθει σε μια νέα αγορά και για τον λόγο αυτό αποφασίζει να εισάγει ένα νέο προϊόν, το προϊόν 3, για την κατασκευή του οποίου απαιτούνται 1 ώρα λειτουργίας του τμήματος επεξεργασίας και 2 ώρες λειτουργίας του τμήματος συναρμολόγησης ενώ το καθαρό κέρδος που προκύπτει από την πώληση του είναι 4 χρηματικές μονάδες. 

			Έτσι λοιπόν, χρειάζεται να προσθέσουμε μια επιπλέον μεταβλητή απόφασης, έστω x3, με συντελεστή κέρδους 4, συντελεστές μετατροπής 1 και 2 για τους δυο περιορισμούς αντίστοιχα ενώ και για αυτή την μεταβλητή ισχύουν ο περιορισμός μη αρνητικότητας. Οι μεταβολές αυτές φαίνονται στο παρακάτω μαθηματικό υπόδειγμα:

			[image: ]

			Αρχικά, εισάγουμε το πρόβλημα στο R και στην συνέχεια εκτελούμε τις εντολές. Πιο  συγκεκριμένα:

			cvec = c(3,2,4) ; bvec = c(100,80,40)
A = matrix(c(2,1,1,1,1,2,1,0,0),nrow=3,ncol=3,byrow=T)
LP4 = solveLP(cvec, bvec, A, maximum=T) ; print(LP4)

			Το αποτέλεσμα που παίρνουμε είναι το ακόλουθο, όπως φαίνεται και παρακάτω (Εικόνα 6.5):

			[image: ]

			Εικόνα 6.5 Αποτελεσμα απο το πρόγραμμα R για την προσθήκη μεταβλητής.

			Σε αυτή την περίπτωση, παρατηρούμε ότι η τιμή της αντικειμενικής συνάρτησης έχει αλλάξει από 180 σε 200, οι βέλτιστες ποσότητες των προϊόντων 1 και 2 και 3 είναι 40, 0 και 20 αντίστοιχα. Οι σκιώδεις τιμές που συνδέονται με τους περιορισμούς είναι περίπου 0.67 και 1.67 και 0 αντίστοιχα.

			6.8.5 Προσθήκη ενός περιορισμού 

			Ας υποθέσουμε ότι σύμφωνα με υπολογισμούς του τμήματος έρευνας αγοράς του παραπάνω κλάδου, προέκυψε ότι η αγορά δεν μπορεί αν απορροφήσει παραπάνω από 50 μονάδες (σε εβδομαδιαία βάση) από το προϊόν 2.

			Σ’ αυτή την περίπτωση, χρειάζεται να εισάγουμε έναν επιπλέον περιορισμό στο πρόβλημα που συνδέεται με την μεταβλητή απόφασης  και υποδηλώνει ότι δεν μπορεί να απορροφηθεί ποσότητα μεγαλύτερη των 50 μονάδων. Οι υπόλοιπες παράμετροι του προβλήματος παραμένουν αμετάβλητες. Το νέο πρόβλημα που θα επιλύσουμε φαίνεται παρακάτω:

			[image: ]

			Αρχικά, εισάγουμε το πρόβλημα στο R και στην συνέχεια εκτελούμε τις εντολές. Πιο συγκεκριμένα:

			cvec = c(3,2) ; bvec = c(100,80,40,50)
A = matrix(c(2,1,1,1,1,0,0,1),nrow=4,ncol=2,byrow=T)
LP5 = solveLP(cvec, bvec, A, maximum=T) ; print(LP5)

			Το αποτέλεσμα που παίρνουμε είναι το ακόλουθο, όπως φαίνεται παρακάτω (Εικόνα 6.6):

			[image: ]

			Εικόνα 6.6 Αποτελεσμα απο το πρόγραμμα R για την αλλαγή απο προσθήκη περιορισμού.

			Σ’ αυτή την περίπτωση, παρατηρούμε πως η τιμή της αντικειμενικής συνάρτησης έχει αλλάξει από 180 σε 175, οι βέλτιστες ποσότητες των προϊόντων 1 και 2 είναι 25, 50 αντίστοιχα. Οι σκιώδεις τιμές που συνδέονται με τους περιορισμούς είναι 1.5, 0, 0 και 0.5 αντίστοιχα. Οι σκιώδεις τιμές των περιορισμών 2 και 3 είναι μηδενικές καθώς υπάρχουν αχρησιμοποίητοι πόροι.

			Είναι σαφές από την μέχρι τώρα παρουσίαση ότι η χρήση του R μας διευκολύνει ιδιαίτερα, καθώς δεν χρειάζεται να ελέγξουμε αν η μεταβολή αφορά κάποια βασική ή μη-βασική μεταβλητή του τελικού πίνακα Simplex ή εάν ικανοποιείται το κριτήριο βελτιστότητας ώστε να αποφανθούμε αν θα συνεχιστούν οι επαναλήψεις του αλγορίθμου Simplex ή όχι.  

			6.9 Σύνδεση με τον κατάλογο Ανοικτών Μαθημάτων

			Στα πλαίσια του έργου Ανοικτά Ακαδημαϊκά Μαθήματα και συγκεκριμένα όσον αφορά στο Τμήμα Οικονομικών Επιστημών του Πανεπιστημίου Πατρών, οι συγγραφείς έχουν αναπτύξει ψηφιακό υλικό με μορφή διαφανειών και βίντεο-διαλέξεων, για το μάθημα “Επιχειρησιακή Έρευνα (Εφαρμογές με το Λογισμικό R)” το οποίο αφορά τόσο στα θέματα που θα παρουσιαστούν στο παρόν σύγγραμμα όσο και στον τρόπο που προσεγγίζεται και διδάσκεται από τους συγγραφείς στο Τμήμα Οικονομικών Επιστημών του Πανεπιστημίου Πατρών. 

			Το υλικό του μαθήματος είναι ελεύθερο στον ενδιαφερόμενο χρήστη μέσω της πλατφόρμας ασύγχρονης τηλεκπαίδευσης του Πανεπιστημίου Πατρών για το Τμήμα Οικονομικών Επιστημών (ECON1318) ενώ το υλικό που σχετίζεται με το παρόν κεφάλαιο μπορεί να βρεθεί εδώ.

			6.10 Σύνοψη Έκτου Κεφαλαίου και Διδακτικοί Σκοποί

			Το παρόν κεφάλαιο σκοπό είχε να παρουσιάσει και να υπογραμμίσει τη σημασία της ανάλυσης ευαισθησίας της βέλτιστης λύσης ενός προβλήματος γραμμικού προγραμματισμού. 

			Το κεφάλαιο αυτό εστίασε στις κατηγορίες των πιθανών μεταβολών των παραμέτρων του μαθηματικού υποδείγματος και στο πώς οι τελευταίες μπορούν να επηρεάσουν την βέλτιστη λύση που προέκυψε χρησιμοποιώντας τους πίνακες της Μεθόδου Simplex. Η ανάλυση ευαισθησίας σκοπό έχει να μας πληροφορήσει τόσο για τις αλλαγές που επέρχονται στην λύση του προβλήματος εξαιτίας αλλαγών στις παραμέτρους ενδιαφέροντας όσο και για την αξιοπιστία της λύσης που προέκυψε αρχικά. Η ανάλυση ευαισθησίας χρησιμοποιώντας τους πίνακες της Μεθόδου Simplex απαιτεί να έχουμε ξεχωρίσει έννοιες που άπτονται της θεωρίας της μεθόδου (π.χ. βασικές και μη-βασικές μεταβλητές) αλλά και να έχουμε εμπεδώσει στοιχεία της θεωρίας πινάκων (π.χ. βασικός πίνακας, πίνακας των συντελεστών του γραμμικού συστήματος, διανύσματα συντελεστών κέρδους, κόστους, μετατροπής κλπ.).

			Η χρήση του λογισμικού R αποδεικνύεται ιδιαίτερα χρήσιμη εφόσον μας προσφέρει γρήγορα και με ακρίβεια τα αποτελέσματα της λύσης του προβλήματος γραμμικού προγραμματισμού που καλούμαστε να επιλύσουμε αλλά δεν θα πρέπει να ξεχνάμε ότι το R είναι απλά ένα εργαλείο το οποίο χρησιμοποιούμε για λύσουμε ένα πρόβλημα που έχουμε σχηματίσει ακολουθώντας την θεωρία και την λογική.

			Με βάση τα παραπάνω, μετά το πέρας αυτού του κεφαλαίου, μεταξύ άλλων, ο αναγνώστης θα πρέπει να είναι σε θέση:

			
					να γνωρίζει τι είναι η ανάλυση ευαισθησίας και γιατί είναι χρήσιμη.

					να αναγνωρίζει τις κατηγορίες των μεταβολών των παραμέτρων και πιο συγκεκριμένα, αν αυτές αφορούν μεταβολές των συντελεστών κέρδους ή κόστους, των ποσοτήτων διαθεσιμότητας των πόρων, των συντελεστών του συνόλου των περιορισμών, την προσθήκη ή αφαίρεση μεταβλητών και την προσθήκη ή αφαίρεση περιορισμών.

					να αντιμετωπίζει με ευχέρεια αλλαγές στις παραμέτρους του προβλήματος παρουσιάζοντας τις αλλαγές που συμβαίνουν στον τελικό πίνακα Simplex και ως εκ τούτου στην βέλτιστη λύση, και

			

			να ποσοτικοποιεί τις αλλαγές αυτές, να ερμηνεύσει και να επιλύσει το εκάστοτε πρόβλημα χρησιμοποιώντας τις δυνατότητες του λογισμικού R.
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			ΚΕΦΑΛΑΙΟ ΕΒΔΟΜΟ: Το Πρόβλημα της μεταφοράς και οι μέθοδοι επίλυσης του. Εφαρμογές χρησιμοποιώντας το R

			Σύνοψη 

			Το πρόβλημα της μεταφοράς αποτελεί μια ειδική κατηγορία προβλημάτων γραμμικού προγραμματισμού, η οποία ασχολείται συνήθως με περιπτώσεις αποστολής προϊόντων προερχόμενων από διάφορες πηγές σε διάφορους προορισμούς. Στο παρόν κεφάλαιο, παρουσιάζονται οι βασικότερες μέθοδοι επίλυσης ενώ χρησιμοποιείται το λογισμικό R, το οποίο μέσω των κατάλληλων βιβλιοθηκών και εφαρμόζοντας ειδικές συναρτήσεις επίλυσης προβλημάτων μεταφοράς μπορεί να μας προσδιορίσει την αρχική βασική εφικτή λύση με ταχύτητα και ακρίβεια.

			7.1 Εισαγωγή

			Ένα από το πρώτα προβλήματα γραμμικού προγραμματισμού το οποίο απασχόλησε αρκετούς ερευνητές και ορίζει μια ειδική ομάδα προβλημάτων, είναι το «Πρόβλημα της Μεταφοράς» (Τransportation Problem). Το πρόβλημα αυτό αφορά στην οικονομικότερη διακίνηση προϊόντων από διάφορους σταθμούς παραγωγής σε ορισμένους σταθμούς κατανάλωσης. 

			Οι σταθμοί μπορεί να είναι εργοστάσια, βιομηχανίες, αεροδρόμια, logistics centers κ.λπ. και οι προορισμοί αποθήκες λιμάνια, εμπορικά καταστήματα. Το πρόβλημα της μεταφοράς υπήρξε γνωστό σε αρκετούς επιχειρησιακούς αναλυτές από το 1941 (Hitchcock, 1941) αλλά θεμελιώθηκε και αντιμετωπίστηκε μεθοδολογικά μια δεκαετία αργότερα από τον Dantzig (1951) παρότι ο Kantorovich (1939) είχε αναπτύξει συναφείς ιδέες.

			Μια από τις πιο σημαντικές υποθέσεις του συγκεκριμένου προβλήματος αφορά στο γεγονός ότι το κόστος μεταφοράς είναι ανάλογο του αριθμού των μονάδων οι οποίες και μεταφέρονται σε μια συγκεκριμένη διαδρομή. Ασφαλώς, από την πρώτη μεθοδολογική αντιμετώπιση στο συγκεκριμένο πρόβλημα, τις επόμενες δεκαετίας αναπτύχθηκαν αρκετές μέθοδοι και βελτιωμένες τεχνικές ενώ αυξήθηκαν σε μεγάλο βαθμό τόσο οι εφαρμογές όσο και οι παραλλαγές (π.χ. έλεγχος αποθηκών, Logistics) του συγκεκριμένου προβλήματος. 

			Στο παρόν κεφάλαιο παρουσιάζεται το Πρόβλημα της Μεταφοράς και αναπτύσσονται οι σημαντικότερες μεθοδολογικές προσεγγίσεις

			7.2 Η διατύπωση του προβλήματος της μεταφοράς

			Το πρόβλημα της μεταφοράς στην γενική του μορφή μπορεί να παρασταθεί θεωρώντας ότι υπάρχουν [image: ] πηγές αποκαλούμενοι και ως σταθμοί προέλευσης [image: ] όπου [image: ] και [image: ] προορισμοί ή και σταθμοί προορισμού [image: ] όπου [image: ] στους οποίους το συγκεκριμένο προϊόν θα πρέπει να μεταφερθεί. Το συγκεκριμένο προϊόν που μεταφέρεται, συνοδεύεται από ένα κόστος μεταφοράς, ανά μονάδα προϊόντος, από την πηγή[image: ] στον προορισμό [image: ] που περιγράφεται ως [image: ] όπου [image: ] και [image: ]. Επίσης, μπορούμε να θεωρήσουμε ως [image: ], όπου [image: ] και [image: ], την ποσότητα που μεταφέρεται από τον [image: ] σταθμό στην [image: ] πηγή ενώ παριστάνουμε με [image: ] όπου [image: ] την προσφερόμενη ποσότητα και [image: ] όπου [image: ], την ζητούμενη ποσότητα. Μάλιστα, θεωρούμε ότι η συνολική παραγωγή ισούται με την συνολική ζήτηση δηλαδή ισχύει ότι [image: ]. Μπορούμε συνεπώς να θεωρήσουμε ότι στο πρόβλημα εμπλέκονται m περιορισμοί προσφοράς και n περιορισμοί ζήτησης.

			Ωστόσο, στην περίπτωση του ισορροπημένου προβλήματος μεταφοράς, από τους m+n  περιορισμούς, ένας περισσεύει άρα οδηγούμαστε σε m+n-1ανεξάρτητες περιπτώσεις-περιορισμούς με αποτέλεσμα η βασική αρχική εφικτή λύση να αποτελείται από m+n-1 βασικές μεταβλητές. Στην περίπτωση που υπάρχουν λιγότερες από m+n-1 μη μηδενικές μεταβλητές, τότε η λύση καλείται εκφυλισμένη. Το παραπάνω πρόβλημα περιγράφεται γραφικά στο παρακάτω σχήμα (Σχήμα 7.1):

			[image: ]

			Σχήμα 7.1 Απεικόνιση του προβλήματος της μεταφοράς. 

			Το βασικό ερώτημα στο πρόβλημα της μεταφοράς είναι το πως θα μπορούμε να υπολογίσουμε την ποσότητα που μεταφέρεται από τον [image: ] σταθμό στην [image: ] πηγή έτσι ώστε να  ελαχιστοποιείται το συνολικό κόστος μεταφοράς αλλά παράλληλα, να ικανοποιούνται οι περιορισμοί προσφοράς και ζήτησης, υπολογίζοντας με άλλα λόγια το άριστο σχέδιο μεταφοράς. 

			Το συγκεκριμένο ερώτημα μπορεί να παρουσιαστεί με βάση το παρακάτω πρόβλημα γραμμικού προγραμματισμού και καλείται ισορροπημένο καθώς η συνολική προσφορά ισούται με την συνολική ζήτηση. Η συγκεκριμένη παραδοχή ισχύει σε όλα τα προβλήματα μεταφοράς. Στην περίπτωση που δεν ισχύει, απαιτεί κατάλληλο μετασχηματισμό του παρακάτω προβλήματος.

			Το πρόβλημα γραμμικού προγραμματισμού που προκύπτει κατά την διαδικασία αυτή παριστάνεται παρακάτω ως εξής:

			[image: ]

			Επίσης, μπορούμε να εκφράσουμε το παραπάνω πρόβλημα με την μορφή πινάκων ως εξής:

			[image: ]

			Όπου

			[image: ]

			Μια αναλυτική μαθηματική απεικόνιση του παραπάνω προβλήματος και των περιορισμών δίνεται ως εξής:

			[image: ]

			Σε αυτό το σημείο θα πρέπει να τονίσουμε ότι ο συνήθης τρόπος απεικόνισης ενός προβλήματος μεταφοράς γίνεται μέσω ενός πίνακα όπου οι γραμμές, [image: ], αντιστοιχούν στους σταθμούς προέλευσης ενώ οι στήλες, [image: ], στους σταθμούς προορισμού όπως φαίνεται στον παρακάτω πίνακα (Πίνακας 7.1):

			
				
					
					
					
					
					
				
				
					
							
							
							[image: ]

						
							
							[image: ]

						
							
							[image: ]

						
							
							[image: ]

						
					

					
							
							[image: ]

						
							
							[image: ]

						
							
							[image: ]

						
							
							
							[image: ]

						
					

					
							
							[image: ]

						
							
							[image: ]

						
							
							[image: ]

						
							
							
							[image: ]

						
					

					
							
							[image: ]

						
							
							
							
							
					

					
							
							[image: ]

						
							
							[image: ]

						
							
							[image: ]

						
							
							
							[image: ]

						
					

				
			

			Πίνακας 7.1 Απεικόνιση του προβλήματος μεταφοράς σε πίνακα.

			Στον παραπάνω πίνακα (Πίνακας 7.1), η τελευταία στήλη περιλαμβάνει τις διαθέσιμες ποσότητες ενώ η τελευταία γραμμή τις ζητούμενες ποσότητες ενώ στην πάνω δεξιά γωνία αποτυπώνεται το κόστος μεταφοράς ανά μονάδα μεταφερόμενης ποσότητας. Ένας τυπικός αλγόριθμος επίλυσης του προβλήματος μεταφοράς, θα μπορούσε να συνοψιστεί στα παρακάτω βήματα:

			
					εντοπίζουμε μια αρχική βασική εφικτή λύση με κάποιο ευρετικό τρόπο (Μέθοδοι Βορειοδυτικής γωνίας, Ελαχίστου κόστους, Vogel).

					μέσω της Μεθόδου Simplex αποφασίζουμε σχετικά με την βέλτιστη λύση και προχωρούμε σε όσους πίνακες κρίνεται απαραίτητο.

					με την βοήθεια της συνθήκης εφικτότητας, αποφασίζουμε ποια μεταβλητή θα εγκαταλείψει την προσωρινή βασική λύση και επαναλαμβάνουμε την διαδικασία.

			

			7.2.1 Παράδειγμα εφαρμογής του αλγορίθμου επίλυσης ενός προβλήματος μεταφοράς

			Μία επιχείρηση προσπαθεί να διαθέσει το προϊόν της σε 12 διαφορετικούς προορισμούς με βάση τρία εργοστάσια παραγωγής (εργοστάσιο 1,2,3) και 4 κέντρων Διανομής (προορισμός 1,2,3,4). Τα εργοστάσια προσφέρουν ποσότητα ίση με 350, 300, 450 μονάδες αντίστοιχα. Οι προορισμοί ζητούν ποσότητα ίση με 200, 300, 400, 200 μονάδες αντίστοιχα. Τα ανά μονάδα κόστη μεταφοράς είναι:

			
					από το εργοστάσιο 1 είναι 5,5,3 και €9 για τους τέσσερις προορισμούς.

					από το εργοστάσιο 2 είναι 6,3,4 και €7 για τους τέσσερις προορισμούς.

					από το εργοστάσιο 3 είναι 5,4,6 και €8 για τους τέσσερις προορισμούς.

			

			Αρχικά θα πρέπει να ορίσουμε τις μεταβλητές του προβλήματος. Σε αυτή την περίπτωση, οι μεταβλητές του προβλήματος αντιστοιχούν στην ποσότητα μεταφοράς από το κάθε εργοστάσιο στον κάθε προορισμό. Θα έχουμε μία μεταβλητή για κάθε μια από τις πιθανές διαδρομές, δηλαδή θα προκύψουν 12 μεταβλητές. Ο παρακάτω πίνακας (Πίνακας 7.2) αποτυπώνει το πρόβλημα: 
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							είναι η ποσότητα μεταφοράς από το εργοστάσιο 1 στους 4 προορισμούς
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							είναι η ποσότητα μεταφοράς από το εργοστάσιο 2 στους 4 προορισμούς
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							είναι η ποσότητα μεταφοράς από το εργοστάσιο 3 στους 4 προορισμούς

						
					

				
			

			Πίνακας 7.2 Ορισμός μεταβλητών απόφασης στο πρόβλημα μεταφοράς.

			Όπως αναφέραμε και προηγουμένως, σ’ αυτή την περίπτωση, παρατηρούμε πως η προσφορά των πηγών ισούται με την ζήτηση των προορισμών. Τέτοια προβλήματα μεταφοράς λέγονται ισορροπημένα.

			Η μαθηματική διατύπωση του παραπάνω προβλήματος μεταφοράς είναι η ακόλουθη:

			[image: ]

			Ο παρακάτω πίνακας (Πίνακας 7.3), αποτελεί την σύνοψη του παραπάνω προβλήματος μεταφοράς και θα πρέπει πάντα να σχηματίζεται προκειμένου να προβούμε στην χρήση των μεθόδων επίλυσης που θα παρουσιάσουμε στην συνέχεια του κεφαλαίου.

			
				
					
					
					
					
					
					
					
				
				
					
							
							
							Από/Πρός

						
							
							Προορισμοί

						
							
					

					
							
							
							
							Προορισμός 1

						
							
							Προορισμός 2

						
							
							Προορισμός 3

						
							
							Προορισμός 4

						
							
							Παραγωγή πηγών

						
					

					
							
							Πηγές

						
							
							Εργοστάσιο 1

						
							
							5

						
							
							5

						
							
							3

						
							
							9

						
							
							350

						
					

					
							
							Εργοστάσιο 2

						
							
							6

						
							
							3

						
							
							4

						
							
							7

						
							
							300

						
					

					
							
							Εργοστάσιο 3

						
							
							5

						
							
							4

						
							
							6

						
							
							8

						
							
							450

						
					

					
							
							
							Ζήτηση προορισμών

						
							
							200

						
							
							300

						
							
							400

						
							
							200

						
							
							1100

						
					

				
			

			Πίνακας 7.3 Απεικόνιση του προβλήματος μεταφοράς σε πίνακα με τις πηγές, τους προορισμούς, την ζήτηση και την προσφορά.

			Σ’ αυτό το σημείο και προτού προχωρήσουμε στην παρουσίαση των μεθόδων επίλυσης των προβλημάτων μεταφοράς που έχουν αναπτυχθεί, κρίνεται σκόπιμο να προβούμε στις παρακάτω παρατηρήσεις: 

			
					είναι προφανές από την μαθηματική διατύπωση του προβλήματος της μεταφοράς, πως η χρήση της μεθόδου Simplex δεν ενδύκνειται εξαιτίας του σχετικά μεγάλου αριθμού μεταβλητών.

					παρατηρώντας την μήτρα συντελεστών του προβλήματος, είναι εμφανές πως οι συντελεστές που εμφανίζονται είναι είτε μονάδα (1) είτε μηδέν (0).

					εξαιτίας αυτής της ιδιαιτερότητας στην διατύπωση, μπορούν να αναπτυχθούν πιο αποτελεσματικοί αλγόριθμοι επίλυσης, τους οποίους παρουσιάζουμε στην συνέχεια.

					πρέπει να αναφερθεί πως όλα τα προβλήματα κατά τα οποία η μήτρα συντελεστών έχει αυτή την μορφή μπορούν να αναχθούν σε πρόβλημα μεταφοράς ανεξάρτητα από την αρχική διατύπωσή τους.

			

			7.3 Μέθοδοι επίλυσης του προβλήματος της μεταφοράς

			Η ειδική μορφή που έχει το πρόβλημα της μεταφοράς, σύμφωνα με την μαθηματική του αποτύπωση, επιτρέπει την ανάπτυξη αρκετών και σχετικά απλών μεθόδων για την εύρεση μιας βασικής εφικτής λύσης. Παρακάτω, παρουσιάζονται οι τρεις βασικότερες εξ’ αυτών, οι οποίες εφαρμόζονται προκειμένου να επιλυθούν τέτοιου είδους προβλήματα.

			7.3.1 Η Μέθοδος της Βορειοδυτικής Γωνίας (North-West Corner Method)

			Μια από τις απλούστερες μεθοδολογίες εύρεσης αρχικής βασικής εφικτής λύσης σε ένα πρόβλημα μεταφοράς αποτελεί η μέθοδος της Βορειοδυτικής Γωνίας. Μάλιστα, η εφαρμογή της είναι αρκετά απλή ακολουθώντας την παρακάτω διαδικασία με τα εξής βήματα:

			
					ξεκινάμε πάντα από το βορειοδυτικό (πάνω και αριστερά) κελί του πίνακα και εκχωρούμε το μέγιστο δυνατό φορτίο ώστε να ικανοποιηθεί η ζήτηση του αντίστοιχου προορισμού ή να εξαντληθεί η προσφορά της πηγής.

					αν δεν εξαντληθεί η προσφορά της πηγής, συνεχίζουμε στο διπλανό κελί της ίδιας γραμμής (εργοστάσιο i), εκχωρώντας το μέγιστο δυνατό φορτίο προκειμένου να μηδενιστεί η προσφορά.

					στην συνέχεια μεταβαίνουμε στο ακριβώς από κάτω κελί και επαναλαμβάνουμε την διαδικασία έχοντας πάντα ως γνώμονα το βορειοδυτικό κελί του πίνακα.

					στα ισορροπημένα προβλήματα μεταφοράς, με την τελευταία εκχώρηση μηδενίζονται ταυτόχρονα τόσο η ζήτηση του προορισμού όσο και η προσφορά της πηγής.

			

			Παρακάτω παρουσιάζεται ο τρόπος εφαρμογής της μεθόδου Βορειοδυτικής Γωνίας χρησιμοποιώντας το παραπάνω παράδειγμα. 

			Σύμφωνα με το Βήμα 1, επιλέγουμε το βορειοδυτικότερο κελί του πίνακα και αποδίδουμε στην μεταβλητή [image: ] την μέγιστη δυνατή ποσότητα που μπορεί να μεταφερθεί από την πηγή 1 στον προορισμό 1, δηλαδή 200.  Συνεπώς, θα μπορούμε να υπολογίσουμε την προσφορά [image: ] και την ζήτηση [image: ] που απομένει (Βήμα 2ο) και παρατηρούμε ότι όλη η ζήτηση του Προορισμού 1 έχει εξαντληθεί ενώ η διαθέσιμη ποσότητα του Εργοστασίου 1 έχει μειωθεί σε 150 μονάδες (η πρώτη στήλη μπορεί συνεπώς και να διαγραφεί). Τα παραπάνω αποτυπώνονται στον παρακάτω πίνακα (Πίνακας 7.4):

			
				
					
					
					
					
					
					
				
				
					
							
							
							Προορισμός 1

						
							
							Προορισμός 2

						
							
							Προορισμός 3

						
							
							Προορισμός 4

						
							
							Προσφορά

						
					

					
							
							Εργοστάσιο 1

						
							
							5 (200)

						
							
							5

						
							
							3

						
							
							9

						
							
							150 (350-200)

						
					

					
							
							Εργοστάσιο 2

						
							
							6

						
							
							3

						
							
							4

						
							
							7

						
							
							300

						
					

					
							
							Εργοστάσιο 3

						
							
							5

						
							
							4

						
							
							6

						
							
							8

						
							
							450

						
					

					
							
							Ζήτηση

						
							
							200 (200-200=0)

						
							
							300

						
							
							400

						
							
							200

						
							
							1100

						
					

				
			

			Πίνακας 7.4 Η μέθοδος Βορειοδυτικής Γωνίας – πίνακας 1. 

			Ακολουθώντας τώρα το τρίτο βήμα, θα πρέπει να προχωρήσουμε στο δεύτερο κελί της πρώτης γραμμής. Μπορούμε να παρατηρήσουμε ότι το Εργοστάσιο 1 έχει διαθέσιμη ποσότητα 150 μονάδες ενώ  η αντίστοιχη ζήτηση του Προορισμού 2 είναι 300 μονάδες. Θα εκχωρήσουμε την μέγιστη δυνατή ποσότητα των μονάδων που διαθέτει το Εργοστάσιο 1 και συνεπώς θα απομείνει 150 μονάδες (ζήτησης) για τον Προορισμό 2, όπως φαίνεται στον παρακάτω πίνακα (Πίνακας 7.5).

			
				
					
					
					
					
					
					
				
				
					
							
							
							Προορισμός 1

						
							
							Προορισμός 2

						
							
							Προορισμός 3

						
							
							Προορισμός 4

						
							
							Προσφορά

						
					

					
							
							Εργοστάσιο 1

						
							
							5 (200)

						
							
							5  (150)

						
							
							3

						
							
							9

						
							
							0 (150-150)

						
					

					
							
							Εργοστάσιο 2

						
							
							6

						
							
							3              

						
							
							4

						
							
							7

						
							
							300

						
					

					
							
							Εργοστάσιο 3

						
							
							5

						
							
							4

						
							
							6

						
							
							8

						
							
							450

						
					

					
							
							Ζήτηση

						
							
							0

						
							
							150 (300-150)

						
							
							400

						
							
							200

						
							
							1100

						
					

				
			

			Πίνακας 7.5 Η μέθοδος Βορειοδυτικής Γωνίας – πίνακας 2.

			Η ποσότητα του Εργοστασίου 1 έχει τώρα εξαντληθεί οπότε μπορούμε να συνεχίσουμε στην επόμενη γραμμή  στην ίδια στήλη και να μετακινηθούμε στο κελί που βρίσκεται ακριβώς από κάτω, δηλαδή να διατηρήσουμε σταθερό τον προορισμό αλλά να μεταβούμε στο Εργοστάσιο 2 και να ακολουθήσουμε το τελευταίο βήμα της μεθόδου. Επομένως, μπορούμε να εκχωρήσουμε την ποσότητα των 150 μονάδων μηδενίζοντας την ζήτηση του Προορισμού 2 και να υπάρξει ποσότητα διαθέσιμη 150 μονάδων στο Εργοστάσιο 2, πετυχαίνοντας έτσι την διαγραφή της δεύτερης στήλης. Το αποτέλεσμα φαίνεται στον παρακάτω πίνακα (Πίνακας 7.6).

			
				
					
					
					
					
					
					
				
				
					
							
							
							Προορισμός 1

						
							
							Προορισμός 2

						
							
							Προορισμός 3

						
							
							Προορισμός 4

						
							
							Προσφορά

						
					

					
							
							Εργοστάσιο 1

						
							
							5 (200)

						
							
							5 (150)

						
							
							3

						
							
							9

						
							
							0

						
					

					
							
							Εργοστάσιο 2

						
							
							6

						
							
							3 (150)

						
							
							4

						
							
							7

						
							
							150 (300-150)

						
					

					
							
							Εργοστάσιο 3

						
							
							5

						
							
							4

						
							
							6

						
							
							8

						
							
							450

						
					

					
							
							Ζήτηση

						
							
							0

						
							
							0 (150-150=0)

						
							
							400

						
							
							200

						
							
							1100

						
					

				
			

			Πίνακας 7.6 Η μέθοδος Βορειοδυτικής Γωνίας – πίνακας 3. 

			Επαναλαμβάνοντας την διαδικασία, εξαντλούμε διαδοχικά την προσφορά των πηγών και ικανοποιούμε την ζήτηση των προορισμών. Στην περίπτωση των ισορροπημένων προβλημάτων μεταφοράς, με τελευταία εκχώρηση, εξαντλείται η προσφορά του τελευταίου εργοστασίου και ταυτόχρονα ικανοποιείται η ζήτηση του τελευταίου προορισμού. Οι παρακάτω πίνακες (Πίνακες 7.7 έως και 7.9) παρουσιάζουν τον τρόπο με τον οποίο καταλήγουμε σε μια αρχική βασική εφικτή λύση χρησιμοποιώντας την μέθοδο Βορειοδυτικής Γωνίας.

			
				
					
					
					
					
					
					
				
				
					
							
							
							Προορισμός 1

						
							
							Προορισμός 2

						
							
							Προορισμός 3

						
							
							Προορισμός 4

						
							
							Προσφορά

						
					

					
							
							Εργοστάσιο 1

						
							
							5 (200)

						
							
							5 (150)

						
							
							3

						
							
							9

						
							
							0 

						
					

					
							
							Εργοστάσιο 2

						
							
							6

						
							
							3 (150)

						
							
							4 (150)

						
							
							7

						
							
							0

						
					

					
							
							Εργοστάσιο 3

						
							
							5

						
							
							4

						
							
							6              

						
							
							8

						
							
							450

						
					

					
							
							Ζήτηση

						
							
							0

						
							
							0

						
							
							250 (400-150)

						
							
							200

						
							
							1100

						
					

				
			

			Πίνακας 7.7 Η μέθοδος Βορειοδυτικής Γωνίας – πίνακας 4.

			
				
					
					
					
					
					
					
				
				
					
							
							
							Προορισμός 1

						
							
							Προορισμός 2

						
							
							Προορισμός 3

						
							
							Προορισμός 4

						
							
							Προσφορά

						
					

					
							
							Εργοστάσιο 1

						
							
							5 (200)

						
							
							5 (150)

						
							
							3

						
							
							9

						
							
							0

						
					

					
							
							Εργοστάσιο 2

						
							
							6

						
							
							3 (150)

						
							
							4 (150)

						
							
							7

						
							
							0

						
					

					
							
							Εργοστάσιο 3

						
							
							5

						
							
							4

						
							
							6 (250)

						
							
							8

						
							
							150 (450-250)

						
					

					
							
							Ζήτηση

						
							
							0

						
							
							0

						
							
							0 (250-250)

						
							
							200

						
							
							1100

						
					

				
			

			Πίνακας 7.8 Η μέθοδος Βορειοδυτικής Γωνίας – πίνακας 5.

			
				
					
					
					
					
					
					
				
				
					
							
							
							Προορισμός 1

						
							
							Προορισμός 2

						
							
							Προορισμός 3

						
							
							Προορισμός 4

						
							
							Προσφορά

						
					

					
							
							Εργοστάσιο 1

						
							
							5 (200)

						
							
							5 (150)

						
							
							3

						
							
							9

						
							
							0 

						
					

					
							
							Εργοστάσιο 2

						
							
							6

						
							
							3 (150)

						
							
							4 (150)

						
							
							7

						
							
							0

						
					

					
							
							Εργοστάσιο 3

						
							
							5

						
							
							4

						
							
							6 (250)

						
							
							8 (200)

						
							
							0 (200-200)

						
					

					
							
							Ζήτηση

						
							
							0

						
							
							0

						
							
							0

						
							
							0 (200-200)

						
							
							1100

						
					

				
			

			Πίνακας 7.9 Η μέθοδος Βορειοδυτικής Γωνίας – πίνακας 6.

			Τέλος, είναι αναγκαίο να υπολογίσουμε το κόστος της αρχικής λύσης το οποίο μπορεί να υπολογιστεί με απλές αλγεβρικές πράξεις χρησιμοποιώντας τον παρακάτω πίνακα (Πίνακας 7.10):

			
				
					
					
					
					
				
				
					
							
							Διαδρομή

						
							
							Κόστος/μονάδα

						
							
							Μονάδες

						
							
							Συνολικό Κόστος

						
					

					
							
							x11

						
							
							5

						
							
							200

						
							
							1000

						
					

					
							
							x12

						
							
							5

						
							
							150

						
							
							750

						
					

					
							
							x22

						
							
							3

						
							
							150

						
							
							450

						
					

					
							
							x23

						
							
							4

						
							
							150

						
							
							600

						
					

					
							
							x33

						
							
							6

						
							
							250

						
							
							1500

						
					

					
							
							x34

						
							
							8

						
							
							200

						
							
							1600

						
					

					
							
							Σύνολο

						
							
							
							
							5900

						
					

				
			

			Πίνακας 7.10 Συνολικό κόστος μεταφοράς με την χρήση της μεθόδου Βορειοδυτικής Γωνίας.

			Είναι προφανές από τον παραπάνω πίνακα (Πίνακας 7.10), πως το ελάχιστο κόστος μεταφοράς που προκύπτει χρησιμοποιώντας την μέθοδο Βορειοδυτικής Γωνίας είναι €5900. Είναι εμφανές πως οι εκχωρήσεις γίνονται με μια συγκεκριμένη λογική καθώς η μέθοδος κινείται προς τα δεξιά και κάτω ή προς τα κάτω και δεξιά. Η βασική λογική που ακολουθεί η μέθοδος της Βορειοδυτικής Γωνίας συνίσταται στην εξάντληση όλης της υπάρχουσας προσφοράς μιας γραμμής (που αντιστοιχεί σε μια πηγή ή ένα εργοστάσιο) με ταυτόχρονη ικανοποίηση και της ζήτησης κάθε στήλης (που αντιστοιχεί σε κάποιον προορισμό ή κέντρο). 

			Τέλος, μπορούμε να συνοψίσουμε τα χαρακτηριστικά της μεθόδου Βορειοδυτικής Γωνίας στις παρακάτω παρατηρήσεις:

			
					είναι η απλούστερη υπολογιστικά μέθοδος.

					δεν λαμβάνει υπόψη της το ανά μονάδα κόστος μεταφοράς και ως εκ τούτου το κόστος μεταφοράς είναι το υψηλότερο συγκριτικά με τις υπόλοιπες μεθόδους.

					ο αριθμός ανεξάρτητων διαδρομών είναι [image: ]. Δηλαδή, εξαιτίας της υπόθεσης περί ισότητας προσφοράς και ζήτησης, αν ξέρουμε την ποσότητα  μιας πηγής ή προορισμού, μπορούμε να την υπολογίσουμε εξ’ υπολοίπου.

					στην περίπτωση που η ζήτηση (προσφορά) υπερβαίνει την προσφορά (ζήτηση), προσθέτουμε έναν (μια) επιπλέον προορισμό (πηγή) που απορροφά την ζήτηση (προσφορά) με μηδενικά συνήθως κόστη, κάτι τέτοιο όμως θα προσδιορίζεται από το εκάστοτε πρόβλημα.

			

			7.3.2. Η Μέθοδος Ελαχίστου Κόστους (Least Cost Method)

			Η μέθοδος του Eλαχίστου Kόστους είναι η δεύτερη μέθοδος που θα παρουσιαστεί στο παρόν κεφαλαίο προκειμένου να λύσουμε προβλήματα μεταφοράς. Η βασική της ιδέα συνίσταται στο γεγονός ότι οι διαδρομές επιλέγονται λαμβάνοντας υπόψη το κόστος μεταφοράς της εκάστοτε διαδρομής και μάλιστα η επιλογή των διαδρομών γίνεται ξεκινώντας από το χαμηλότερο και πηγαίνοντας προς το υψηλότερο κόστος μεταφοράς ανά μονάδα προϊόντος. Επομένως, οι λύσεις που προκύπτουν αναμένεται να είναι καλύτερες από αυτές που προκύπτουν με βάση την μέθοδο της Βορειοδυτικής γωνίας που παρουσιάστηκε στην προηγούμενη ενότητα. 

			Όπως και στην περίπτωση της προηγούμενης μεθόδου, για να βρούμε την αρχική βασική εφικτή λύση με την μέθοδο Ελαχίστου Κόστους, θέτουμε σε εφαρμογή τα βήματα του ακόλουθου αλγορίθμου:

			
					ξεκινάμε από την διαδρομή με τον μικρότερο συντελεστή κόστους και στην διαδρομή αυτή εκχωρούμε το μέγιστο δυνατό φορτίο ώστε να εξαντληθεί η ποσότητα της πηγής ή να ικανοποιηθεί η ζήτηση του προορισμού.

					διαγράφουμε την πηγή προέλευσης ή τον προορισμό (ανάλογα).

					επαναλαμβάνουμε τα παραπάνω βήματα έως ότου εξαντληθούν οι ποσότητες από τις πηγές προέλευσης και ικανοποιηθεί η ζήτηση των προορισμών.

					σε περίπτωση ισότητας κόστους μεταφοράς, διαλέγουμε στην τύχη.

			

			Συνεχίζοντας με το ίδιο παράδειγμα, εξηγούμε και παραθέτουμε την μέθοδο Ελαχίστου Κόστους. Σύμφωνα με το πρώτο βήμα της μεθόδου ξεκινάμε με την διαδρομή ή οποία και μας προσφέρει το μικρότερο κόστος από όλες τις διαδρομές με βάση τον τύπο [image: ]. Έπειτα, μπορούμε να υπολογίσουμε την προσφορά, [image: ], και την ζήτηση, [image: ]  , όπως και προηγουμένως. Συνεπώς, επιλέγουμε την διαδρομή x13 και εκχωρούμε 350 μονάδες εξαντλώντας με αυτόν τον τρόπο την προσφερόμενη ποσότητα του Εργοστασίου 1 (η πρώτη σειρά του πίνακα μπορεί τώρα να διαγραφεί). Πιο συγκεκριμένα, ο παρακάτω πίνακας (Πίνακας 7.11) αποτυπώνει τα όσα περιγράφηκαν παραπάνω:
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			Πίνακας 7.11 Η μέθοδος Ελαχίστου Κόστους – πίνακας 1.

			Ακολουθώντας την ίδια συλλογιστική, από τις εναπομείνασες διαδρομές επιλέγουμε την διαδρομή με το ελάχιστο κόστος. Η διαδρομή αυτή είναι η x22 και ακολουθούμε την ίδια τακτική όπως και πριν όπως αυτή περιγράφεται στα βήματα 1 και 2. Ο αλγόριθμος τερματίζει όταν εξαντληθεί η προσφορά των πηγών και ικανοποιηθεί η ζήτηση των προορισμών. Η διαδικασία αποτυπώνεται στους πίνακες που ακολουθούν (Πίνακες 7.12 έως και 7.14).
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			Πίνακας 7.12 Η μέθοδος Ελαχίστου Κόστους – πίνακας 2.
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			Πίνακας 7.13 Η μέθοδος Ελαχίστου Κόστους – πίνακας 3.
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			Πίνακας 7.14 Η μέθοδος Ελαχίστου Κόστους – πίνακας 4.

			Εφόσον εκχωρήσουμε τα φορτία στους προορισμούς και καταλήξουμε σε μια βασική εφικτή λύση, όπως και στην περίπτωση της μεθόδου της Βορειοδυτικής Γωνίας, θα πρέπει να υπολογίσουμε το ελάχιστο κόστος μεταφοράς. Το ελάχιστο κόστος μεταφοράς φαίνεται στον πίνακα που ακολουθεί (Πίνακας 7.15):
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			Πίνακας 7.15 Συνολικό κόστος μεταφοράς με την χρήση της μεθόδου Ελαχίστου Κόστους.

			Στο σημείο αυτό, κρίνεται σκόπιμο να κάνουμε κάποιες παρατηρήσεις σχετικά με την μέθοδο Ελαχίστου Κόστους: 

			
					το κόστος που υπολογίζει η μέθοδος είναι μικρότερο σχετικά με την μέθοδο ΒΔ γωνίας εξαιτίας του γεγονότος πως η επιλογή έγινε με βάση το κόστος μεταφοράς.

					η μέθοδος δεν εγγυάται την βέλτιστη λύση. Υπάρχει περίπτωση να προκύψει λύση με λιγότερες από  m+n-1 διαδρομές όταν σε κάποια εκχώρηση εξαντλείται η προσφορά και ικανοποιείται η ζήτηση ταυτόχρονα (όπως στην περίπτωση του παραδείγματος).

					μειονέκτημα της μεθόδου είναι η μυωπική επιλογή των διαδρομών καθώς δεν εξετάζει το κόστος ευκαιρίας από την επόμενη επιλογή, δηλαδή αγνοεί το τι θα συμβεί μετά από μια κίνηση.

			

			7.3.3 Η Μέθοδος Vogel (Vogel’s Approximation Method)

			Η τρίτη και τελευταία  μέθοδος που παρουσιάζεται στο κεφάλαιο που αφορά στο πρόβλημα  της μεταφοράς είναι η Μέθοδος Vogel. 

			Σε αντίθεση με την μέθοδο της Βορειοδυτικής Γωνίας και σε συμφωνία με αυτή του Ελαχίστου Κόστους, λαμβάνει υπόψη της το κόστος μεταφοράς ανά μονάδα προϊόντος. Πιο συγκεκριμένα, η συγκεκριμένη μέθοδος στηρίζεται στην οικονομική έννοια του κόστους ευκαιρίας που προκύπτει εάν σε κάποια εκχώρηση δεν χρησιμοποιηθεί το κελί με το μικρότερο δυνατό κόστος. 

			Η συγκεκριμένη μέθοδος, αν και πιο πολύπλοκη υπολογιστικά, παρέχει κατά κανόνα καλύτερες λύσεις σε σχέση με τις προηγούμενες δύο που παρουσιάστηκαν στο παρόν κεφάλαιο. Λαμβάνει υπόψη της το κόστος των διαδρομών, αλλά όχι το απόλυτο κόστος κάθε διαδρομής ενώ υπολογίζει για κάθε πηγή και κάθε προορισμό την αύξηση κόστους που θα προέκυπτε εάν αντί της οικονομικής επιλογής επιλέγαμε την δεύτερη πιο οικονομική.

			Ο αλγόριθμος επίλυσης ενός προβλήματος μεταφοράς με την χρήση της μεθόδου Vogel, ακολουθεί τα επόμενα βήματα:

			
					για κάθε πηγή προέλευσης όπως και για κάθε προορισμό, υπολογίζουμε έναν δείκτη ποινής (η διαφορά μεταξύ του μικρότερου και του αμέσως μικρότερου κόστους μεταξύ των διαδρομών κάθε γραμμής και στήλης. Το μέγιστο δυνατό φορτίο εκχωρείται στην συγκεκριμένη διαδρομή (μεγαλύτερη ποινή αλλά επιλέγουμε την διαδρομή με το μικρότερο κόστος) ώστε να μηδενιστεί η αντίστοιχη γραμμή ή στήλη.

					μετά από κάθε εκχώρηση, υπολογίζουμε εκ νέου τον δείκτη ποινής για κάθε πηγή προέλευσης και προορισμό (όχι για την περίπτωση του Εργοστασίου 1). Εκχωρούμε το μέγιστο δυνατό φορτίο 50 μονάδων. Τα κελιά της γραμμής ή στήλης που μηδενίστηκαν εξαιρούνται από τους υπολογισμούς. Συνεχίζουμε όπως στο βήμα 1 εκχωρώντας το μέγιστο δυνατό φορτίο στην γραμμή ή στην στήλη που θα επιλεχθεί. 

					υπολογίζουμε ξανά τώρα τον δείκτη ποινής για κάθε πηγή προέλευσης και προορισμό (όχι για την περίπτωση των προηγουμένων βημάτων). Εκεί εκχωρούμε το μέγιστο δυνατό φορτίο (250 μονάδες). Συνεχίζουμε επαναλαμβάνοντας την διαδικασία.

			

			Όπως και προηγουμένως, συνεχίζουμε την επίλυση του ιδίου παραδείγματος χρησιμοποιώντας αυτή την φορά την μέθοδο Vogel. Πιο συγκεκριμένα, για κάθε πηγή προέλευσης αλλά και για κάθε προορισμό θα πρέπει να υπολογίσουμε έναν δείκτη «ποινής». Ο συγκεκριμένος δείκτης ποινής μπορεί να υπολογιστεί ως η διαφορά μεταξύ του μικρότερου αλλά και του αμέσως μικρότερου κόστους των διαδρομών κάθε γραμμής και κάθε στήλης. 

			Ο παρακάτω πίνακας (Πίνακας 7.16) περιλαμβάνει και τις συγκεκριμένες ποινές. Όπως μπορούμε να παρατηρήσουμε, η μεγαλύτερη ποινή μεταξύ των γραμμών αλλά και των στηλών του Πίνακα 7.16 την έχει το Εργοστάσιο 123. Συνεπώς επιλέγουμε μια διαδρομή που ξεκινά από το Εργοστάσιο 1 αλλά με το μικρότερο κόστος (εδώ είναι η διαδρομή x13). Η λογική παραμένει πλέον η ίδια με τις προηγούμενες μεθόδους εκχωρώντας το μέγιστο δυνατό φορτίο στην διαδρομή που επιλέχθηκε με σκοπό να μηδενίσουμε την αντίστοιχη γραμμή ή στήλη, όπως περιγράφηκε παραπάνω. 

			Οι πίνακες που ακολουθούν (Πίνακες 7.16 έως και 7.22) παρουσιάζουν την διαδικασία που ακολουθούμε προκειμένου να καταλήξουμε σε μια βασική λύση.
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			Πίνακας 7.16 Η μέθοδος Vogel – πίνακας 1.
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			Πίνακας 7.17 Η μέθοδος Vogel – πίνακας 2.
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			Πίνακας 7.18 Η μέθοδος Vogel – πίνακας 3.
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			Πίνακας 7.19 Η μέθοδος Vogel – πίνακας 4.
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			Πίνακας 7.20 Η μέθοδος Vogel – πίνακας 5.
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			Πίνακας 7.21 Η μέθοδος Vogel – πίνακας 6.
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			Πίνακας 7.22 Η μέθοδος Vogel – πίνακας 7.

			Το κόστος της αρχικής λύσης που προκύπτει με την μέθοδο Vogel, δίνεται στον παρακάτω πίνακα (Πίνακας 7.23):
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			Πίνακας 7.23 Συνολικό κόστος μεταφοράς με την χρήση της μεθόδου Vogel.

			Παρατηρούμε πως το ελάχιστο κόστος που προκύπτει μέσω της μεθόδου Vogel είναι μικρότερο από το αντίστοιχο των μεθόδων Βορειοδυτικής Γωνίας και Ελαχίστου Κόστους. Γενικά, η συγκεκριμένη μέθοδος, αν και πιο πολύπλοκη υπολογιστικά, παράγει σχετικά πιο βελτιωμένες λύσεις συγκρινόμενη με τις προηγούμενες δύο μεθόδους.

			7.4 Επισημάνσεις σχετικά με το πρόβλημα της μεταφοράς

			
					Στην περίπτωση που οι διαθέσιμες ποσότητες στις πηγές υπερβαίνουν τις ζητηθείσες στους προορισμούς δηλαδή, [image: ] τότε προσθέτουμε έναν τεχνητό περιορισμό. Ο συγκεκριμένος τεχνητός περιορισμός απαιτεί ποσότητα [image: ] ενώ το κόστος μεταφοράς εξαρτάται από το εκάστοτε πρόβλημα. 

					Στην αντίθετη περίπτωση, όπου η συνολική ζήτηση των προορισμών υπερβαίνει τις αντίστοιχες διαθέσιμες ποσότητες, [image: ] , των πηγών τότε το πρόβλημα δεν έχει λύση καθώς δεν μπορεί να ικανοποιηθούν όλες οι ανάγκες των σταθμών προορισμού. Σε μια τέτοια περίπτωση, προσθέτουμε μια πηγή που παράγει ποσότητα [image: ] και το κόστος μεταφοράς εξαρτάται από το εκάστοτε πρόβλημα όπως και στην προηγούμενη περίπτωση.

					Η βέλτιστη λύση του προβλήματος μεταφοράς με m πηγές και l προορισμό θα χρησιμοποιήσει το πολύ m+1+1 διαδρομές.

					Εάν δεν υπάρχει τώρα μέσο μεταφοράς από έναν σταθμό παραγωγής σε έναν σταθμό προορισμού, τότε για να φέρουμε το πρόβλημα σε μορφή όπως αυτή παρουσιάστηκε κατά την μαθηματική αποτύπωση του προβλήματος, θεωρούμε ότι υπάρχει ένα μέσο με κόστος έναν πολύ μεγάλο αριθμό. 

					Στην περίπτωση που υπάρχουν διάφορα μέσα μεταφοράς από έναν σταθμό παραγωγής σε ένα σταθμό προορισμού με διαφορετικό κόστος μεταφοράς, τότε θεωρούμε ισάριθμούς σταθμούς προορισμού ένα για κάθε μέσο.

			

			7.5 Λύνοντας το πρόβλημα της μεταφοράς στο R

			7.5.1 Ισορροπημένο πρόβλημα μεταφοράς (Ζήτηση προορισμών = Παραγωγή εργοστασίων)

			Υποθέστε πως μια εταιρία μεταφορών θέλει να κατανείμει τα προϊόντα που παράγει στα τρία εργοστάσια που διαθέτει (Ε1, Ε2, Ε3) σε τέσσερις προορισμούς (Π1, Π2, Π3, Π4) σε όλη την Ελλάδα. Υποθέτουμε πως η ζήτηση των προορισμών καλύπτεται από την προσφορά των εργοστασίων έτσι ώστε να μην υπάρχει έλλειμμα ή πλεόνασμα στην ποσότητα. Το κόστος μεταφοράς του ανά μονάδα φορτίου εξαρτάται τόσο από το εργοστάσιο παραγωγής όσο και από τον προορισμό. Πιο συγκεκριμένα:

			
					το ανά μονάδα κόστος από το εργοστάσιο Ε1 στους προορισμούς Π1, Π2, Π3 και Π4  είναι €10, €5, €9 και €7 αντίστοιχα ενώ η συνολική ποσότητα παραγωγής του εργοστασίου (Ε1) αντιστοιχεί σε 700 μονάδες.

					το ανά μονάδα κόστος από το εργοστάσιο Ε2 στους προορισμούς Π1, Π2, Π3 και Π4  είναι €5, €4, €8 και €12 αντίστοιχα ενώ η συνολική ποσότητα παραγωγής του εργοστασίου (Ε2) αντιστοιχεί σε 200 μονάδες.

					το ανά μονάδα κόστος από το εργοστάσιο Ε3 στους προορισμούς Π1, Π2, Π3 και Π4  είναι €6, €9, €7 και €10 αντίστοιχα ενώ η συνολική ποσότητα παραγωγής του εργοστασίου (Ε1) αντιστοιχεί σε 300 μονάδες.

			

			Ενώ, 

			
					η συνολική ζήτηση των προορισμών Π1, Π2, Π3 και Π4  είναι 400, 250, 330 και 220 μονάδες αντίστοιχα.

			

			Ο αντικειμενικός σκοπός της εταιρείας είναι ο σχεδιασμός ενός πλάνου μεταφορών (διαδρομών) των φορτίων ώστε να ελαχιστοποιηθεί το κόστος μεταφοράς από τα εργοστάσια στους προορισμούς ώστε να ικανοποιηθεί η ζήτηση των προορισμών και να εξαντληθεί η προσφορά των εργοστασίων (πηγών).

			Απάντηση:

			Θα πρέπει πρώτα να σχηματίσουμε τον πίνακα του προβλήματος μεταφοράς σύμφωνα με τα παραπάνω δεδομένα. Ο πίνακας του παραπάνω προβλήματος μεταφοράς είναι ο ακόλουθος (Πίνακας 7.24): 
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			Πίνακας 7.24 Ισορροπημένο πρόβλημα μεταφοράς.

			Εφόσον σχηματίσουμε τον πίνακα του προβλήματος μεταφοράς, θα χρησιμοποιήσουμε το πακέτο “lpSolve” και συγκεκριμένα την συνάρτηση lp.transport(.) για να το λύσουμε.

			Αρχικά θα πρέπει να καλέσουμε την βιβλιοθήκη ώστε να χρησιμοποιήσουμε την κατάλληλη συνάρτηση. Πιο συγκεκριμένα:

			library(lpSolve)

			Το επόμενο βήμα είναι να εισάγουμε το πρόβλημα μεταφοράς στο περιβάλλον του R και στην συνέχεια, χρησιμοποιώντας την κατάλληλη συνάρτηση να το επιλύσουμε. Στην περίπτωση των προβλημάτων μεταφοράς τα ορίσματα που πρέπει να εισάγουμε στο R είναι διαφορετικά. 

			Θα πρέπει να εισάγουμε την μήτρα με τα ανά μονάδα κόστη μεταφοράς, να εισάγουμε τόσους ισοτικούς περιορισμούς όσα τα εργοστάσια παραγωγής και οι προορισμοί αντίστοιχα και στην συνέχεια να εισάγουμε την ποσότητα παραγωγής των εργοστασίων και την ποσότητα ζήτησης των προορισμών. 

			Τέλος, καλώντας την κατάλληλη συνάρτηση και εισάγοντας τα παραπάνω ορίσματα, εκτελούμε τις εντολές και παίρνουμε την αρχική βασική εφικτή λύση του προβλήματος μεταφοράς. Σε αυτό το σημείο να αναφέρουμε πως το R χρησιμοποιεί την μέθοδο Vogel (Vogel’s Approximation Method) ώστε να λύσει προβλήματα μεταφοράς.

			Οι εντολές για να εισάγουμε το πρόβλημα στο περιβάλλον του R, για να μας επιστρέψει την τιμή της αντικειμενικής συνάρτησης και τον πίνακα με τα φορτία που αποτελεί την λύση του προβλήματος αντίστοιχα, φαίνονται παρακάτω:

			cost.mat = 
matrix(c(10,5,9,7,5,4,8,12,6,9,7,10),nrow=3,ncol=4,byrow=T)
row.signs = c(“==”,”==”,”==”)
col.signs = c(“==”,”==”,”==”,”==”)
row.rhs = c(700,200,300)
col.rhs = c(400,250,330,220)
lp.transport(cost.mat,”min”,row.signs,row.rhs,col.signs,col.rhs)$objval
lp.transport(cost.mat,”min”,row.signs,row.rhs,col.signs,col.rhs)$solution

			Το αποτέλεσμα που παίρνουμε είναι το ακόλουθο (Εικόνα 7.1):

			[image: ]

			Εικόνα 7.1 Λύση του ισορροπημένου προβλήματος μεταφοράς.

			Από το παραπάνω αποτέλεσμα (Εικόνα 7.1), φαίνεται πως το ελάχιστο κόστος μεταφοράς είναι €7,760 ενώ ο πίνακας στο τέλος απεικονίζει τα φορτία από κάθε εργοστάσιο προς κάθε προορισμό. Πιο συγκεκριμένα, ο προορισμός Π1 θα προμηθευτεί 0 μονάδες από το εργοστάσιο Ε1, 200 μονάδες από το εργοστάσιο Ε2 και 200 μονάδες από το εργοστάσιο Ε3 (πρώτη στήλη). 

			Εναλλακτικά, θα μπορούσαμε να πούμε πως το εργοστάσιο Ε1 θα προμηθεύσει τον προορισμό Π1 με 0 μονάδες, τον προορισμό Π2 με 250 μονάδες, τον προορισμό Π3 με 230 μονάδες και τον προορισμό Π4 με 220 μονάδες αντίστοιχα (πρώτη γραμμή).

			Επίσης, αν και δεν είναι ιδιαίτερα σύνηθες, μπορούμε να κάνουμε ανάλυση ευαισθησίας και σε προβλήματα μεταφοράς (καθώς είναι και αυτά ΠΓΠ) προκειμένου να διαπιστώσουμε την αξιοπιστία της λύσης που προέκυψε. 

			Επίσης, αξίζει να παρατηρήσουμε πως ο αριθμός των ανεξάρτητων διαδρομών είναι έξι (6).

			Το R μας δίνει αυτή την δυνατότητα εισάγοντας ένα επιπλέον όρισμα στην συνάρτηση lp.transport(.) όπως φαίνεται παρακάτω:

			lp.transport(cost.mat,”min”,row.signs,row.rhs,col.signs,col.rhs)$objval
lp.transport(cost.mat,”min”,row.signs,row.rhs,col.signs,col.rhs,compute.sens=1)$solution

			Το αποτέλεσμα που παίρνουμε είναι το ακόλουθο και δεν διαφέρει με αυτό της αρχικής βασικής εφικτής λύσης24, όπως φαίνεται παρακάτω (Εικόνα 7.2):

			[image: ]

			Εικόνα 7.2 Εναλλακτικό αποτέλεσμα του ισορροπημένου προβλήματος μεταφοράς.

			7.5.2 Μη-ισορροπημένο πρόβλημα μεταφοράς: η περίπτωση όπου η ζήτηση των προορισμών υπερβαίνει την προσφορά των πηγών

			Στην περίπτωση ενός ισορροπημένου προβλήματος μεταφοράς είδαμε πως η συνολική ζήτηση των προορισμών ισούται με την συνολική προσφορά των πηγών. Σε αυτή την ενότητα θα εξετάσουμε πως διαχειριζόμαστε μη ισορροπημένα προβλήματα μεταφοράς και συγκεκριμένα τι γίνεται στην περίπτωση κατά την οποία η ζήτηση των προορισμών υπερβαίνει την προσφορά των πηγών.

			Ας υποθέσουμε το πρόβλημα μεταφοράς της ενότητας 7.5.1. Τα ανά μονάδα κόστη μεταφοράς παραμένουν όπως έχουν αλλά ας υποθέσουμε πως η συνολική ζήτηση των προορισμών δεν είναι πια 1200 μονάδες (όπως στην προηγούμενη περίπτωση) αλλά έχει προκύψει αύξηση της ζήτησης κατά 50 επιπλέον μονάδες από τον προορισμό Π3 με αποτέλεσμα η ζήτηση των προορισμών να υπερβαίνει την προσφορά των πηγών (1250>1200).

			Αντικειμενικός σκοπός της εταιρείας παραμένει ο σχεδιασμός ενός πλάνου μεταφορών (διαδρομών) των φορτίων ώστε να ελαχιστοποιηθεί το κόστος μεταφοράς από τα εργοστάσια στους προορισμούς ώστε να ικανοποιηθεί η ζήτηση των προορισμών και να εξαντληθεί η προσφορά των εργοστασίων (πηγών).

			Απάντηση:

			Θα πρέπει πρώτα να μετασχηματίσουμε τον πίνακα του προβλήματος μεταφοράς σύμφωνα με τα νέα δεδομένα. Είδαμε και σε προηγούμενες παραγράφους του παρόντος κεφαλαίου πως ο τρόπος λύσης σε αυτή την περίπτωση είναι η εισαγωγή μιας νέας εικονικής πηγής (εργοστασίου, έστω Ε4) το οποίο θα προσφέρει ποσότητα ίση με την επιπλέον ζήτηση που έχει προκύψει και θα συνοδεύεται από μηδενικά κόστη μεταφοράς25. 

			Ο νέος πίνακας του νέου προβλήματος μεταφοράς είναι ο ακόλουθος (Πίνακας 7.25): 
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			Πίνακας 7.25 Μη-ισορροπημένο πρόβλημα μεταφοράς, η ζήτηση ξεπερνά την προσφορά.

			Όπως και στην προηγούμενη περίπτωση, εφόσον σχηματίσουμε τον νέο πίνακα του προβλήματος μεταφοράς, θα χρησιμοποιήσουμε το πακέτο “lpSolve” και συγκεκριμένα την συνάρτηση lp.transport(.) για να το λύσουμε.

			Αρχικά θα πρέπει να καλέσουμε την βιβλιοθήκη ώστε να χρησιμοποιήσουμε την κατάλληλη συνάρτηση. Πιο συγκεκριμένα:

			library(lpSolve)

			Και σε αυτή την περίπτωση, η μήτρα με τα ανά μονάδα κόστη μεταφοράς έχει μια επιπλέον γραμμή που αντιστοιχεί στην εικονική πηγή Ε4, οι ισοτικοί περιορισμοί που αναφέρονται στα εργοστάσια παραγωγής έχουν αυξηθεί κατά 1, ενώ ο αριθμός των προορισμών παραμένει ίδιος. Επίσης, έχει αυξηθεί η ζήτηση του προορισμού Ε4 κατά 50 μονάδες (όπως φαίνεται και στον παραπάνω πίνακα). Τέλος, έχουμε εισάγει την επιπλέον ποσότητα στην στήλη με την παραγωγή των εργοστασίων και ως εκ τούτου το συγκεκριμένο διάνυσμα θα έχει πια 4 στοιχεία (αντί για 3).

			Οι εντολές για να εισάγουμε το πρόβλημα στο περιβάλλον του R, για να μας επιστρέψει την τιμή της αντικειμενικής συνάρτησης και τον πίνακα με τα φορτία που αποτελεί την λύση του προβλήματος αντίστοιχα, φαίνονται παρακάτω:

			cost.mat = 
matrix(c(10,5,9,7,5,4,8,12,6,9,7,10,0,0,0,0),nrow=4,ncol=4,byrow=T)
row.signs = c(“==”,”==”,”==”,”==”)
col.signs = c(“==”,”==”,”==”,”==”)
row.rhs = c(700,200,300,50)
col.rhs = c(400,250,380,220)
lp.transport(cost.mat,”min”,row.signs,row.rhs,col.signs,col.rhs)$objval
lp.transport(cost.mat,”min”,row.signs,row.rhs,col.signs,col.rhs)$solution

			Το αποτέλεσμα που παίρνουμε είναι το ακόλουθο (Εικόνα 7.2):

			[image: ]

			Εικόνα 7.3 Λύση του μη-ισορροπημένου προβλήματος μεταφοράς για την περίπτωση που η ζήτηση υπερβαίνει την προσφορά.

			Από το παραπάνω αποτέλεσμα (Εικόνα 7.2), φαίνεται πως το ελάχιστο κόστος μεταφοράς είναι €7,760 ενώ ο πίνακας στο τέλος απεικονίζει τα φορτία από κάθε εργοστάσιο προς κάθε προορισμό. Παρατηρούμε πως η εικονική πηγή θα προμηθεύσει τον προορισμό που αύξησε την ζήτηση του με ποσότητα ίση με αυτή την αύξηση (δηλαδή 50 μονάδες).

			Και σε αυτή την περίπτωση μπορούμε να προβούμε σε ανάλυση ευαισθησίας ώστε να διαπιστώσουμε την αξιοπιστία της λύσης που προέκυψε26. 

			Επίσης, αξίζει να παρατηρήσουμε πως ο αριθμός των ανεξάρτητων διαδρομών είναι επτά (7).

			7.5.3 Μη-ισορροπημένο πρόβλημα μεταφοράς: η περίπτωση όπου η προσφορά των πηγών υπερβαίνει την ζήτηση των προορισμών

			Στην προηγούμενη ενότητα εξετάσαμε μη ισορροπημένα προβλήματα μεταφοράς και συγκεκριμένα, λύσαμε ένα πρόβλημα κατά το οποίο η ζήτηση των προορισμών υπερβαίνει την προσφορά των πηγών. Σε αυτή την ενότητα θα εξετάσουμε την αντίθετη περίπτωση, δηλαδή πως διαχειριζόμαστε προβλήματα στα οποία η προσφορά των πηγών υπερβαίνει την ζήτηση των προορισμών.

			Ας υποθέσουμε το πρόβλημα μεταφοράς της πρώτης ενότητας 7.5.1. Τα ανά μονάδα κόστη μεταφοράς παραμένουν όπως έχουν αλλά ας υποθέσουμε πως η συνολική προσφορά των πηγών δεν είναι πια 1200 μονάδες (όπως στις ενότητες 7.5.1 και 7.5.2), αλλά έχει προκύψει αύξηση της προσφοράς κατά 50 επιπλέον μονάδες από τον προορισμό Π3 με αποτέλεσμα η ζήτηση των προορισμών να υπερβαίνει την προσφορά των πηγών (1200<1250).

			Αντικειμενικός σκοπός της εταιρείας παραμένει ο σχεδιασμός ενός πλάνου μεταφορών (διαδρομών) των φορτίων ώστε να ελαχιστοποιηθεί το κόστος μεταφοράς από τα εργοστάσια στους προορισμούς ώστε να ικανοποιηθεί η ζήτηση των προορισμών και να εξαντληθεί η προσφορά των εργοστασίων (πηγών).

			Απάντηση:

			Θα πρέπει να μετασχηματίσουμε τον πίνακα του προβλήματος μεταφοράς σύμφωνα με τα νέα δεδομένα. Είδαμε και σε προηγούμενες παραγράφους του παρόντος κεφαλαίου πως ο τρόπος λύσης σε αυτή την περίπτωση είναι η εισαγωγή ενός νέου εικονικού προορισμού (έστω Π5) ο οποίος θα εκφράσει ζήτηση ίση με την επιπλέον προσφορά που έχει προκύψει από την αντίστοιχη πηγή και θα συνοδεύεται από μηδενικά κόστη μεταφοράς27. 

			Ο νέος πίνακας του νέου προβλήματος μεταφοράς είναι ο ακόλουθος (Πίνακας 7.26): 
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			Πίνακας 7.26 Μη-ισορροπημένο πρόβλημα μεταφοράς, η προσφορά ξεπερνά την ζήτηση.

			Όπως και στην προηγούμενη περίπτωση, εφόσον σχηματίσουμε τον νέο πίνακα του προβλήματος μεταφοράς, θα χρησιμοποιήσουμε το πακέτο “lpSolve” και συγκεκριμένα την συνάρτηση lp.transport(.) για να το λύσουμε.

			Αρχικά θα πρέπει να καλέσουμε την βιβλιοθήκη ώστε να χρησιμοποιήσουμε την κατάλληλη συνάρτηση. Πιο συγκεκριμένα:

			library(lpSolve)

			Και σε αυτή την περίπτωση, η μήτρα με τα ανά μονάδα κόστη μεταφοράς έχει διαφορετικές διαστάσεις και συγκεκριμένα θα έχει μια επιπλέον στήλη που αντιστοιχεί στον εικονικό προορισμό Π5 και ως εκ τούτου οι ισοτικοί περιορισμοί που αναφέρονται στους προορισμούς έχουν αυξηθεί κατά 1, ενώ ο αριθμός των πηγών προέλευσης παραμένει ίδιος. 

			Επίσης, έχει αυξηθεί η προσφορά της πηγής Ε1 κατά 50 μονάδες (όπως φαίνεται και στον παραπάνω πίνακα) και τέλος έχουμε εισάγει την επιπλέον ποσότητα ως την ζήτηση του εικονικού προορισμού Π5 και ως εκ τούτου το συγκεκριμένο διάνυσμα θα έχει πια 5 στοιχεία (αντί για 4).

			Οι εντολές για να εισάγουμε το πρόβλημα στο περιβάλλον του R, για να μας επιστρέψει την τιμή της αντικειμενικής συνάρτησης  και τον πίνακα με τα φορτία που αποτελεί την λύση του προβλήματος αντίστοιχα, φαίνονται παρακάτω:

			cost.mat = 
matrix(c(10,5,9,7,0,5,4,8,12,0,6,9,7,10,0),nrow=3,ncol=5,byrow=T)
row.signs = c(“==”,”==”,”==”)
col.signs = c(“==”,”==”,”==”,”==”,”==”)
row.rhs = c(750,200,300)
col.rhs = c(400,250,330,220,50)
lp.transport(cost.mat,”min”,row.signs,row.rhs,col.signs,col.rhs)$objval
lp.transport(cost.mat,”min”,row.signs,row.rhs,col.signs,col.rhs)$solution

			Το αποτέλεσμα που παίρνουμε είναι το ακόλουθο (Εικόνα 7.4):

			[image: ]

			Εικόνα 7.4 Λύση του μη-ισορροπημένου προβλήματος μεταφοράς για την περίπτωση που η προσφορά υπερβαίνει την ζήτηση.

			Από το παραπάνω αποτέλεσμα (Εικόνα 7.4) φαίνεται πως το ελάχιστο κόστος μεταφοράς είναι €7,760 ενώ ο πίνακας στο τέλος απεικονίζει τα φορτία από κάθε εργοστάσιο προς κάθε προορισμό. Παρατηρούμε πως ο εικονικός προορισμός θα απορροφήσει την επιπλέον προσφορά της πηγής (δηλαδή 50 μονάδες).

			Και σε αυτή την περίπτωση μπορούμε να προβούμε σε ανάλυση ευαισθησίας ώστε να διαπιστώσουμε την αξιοπιστία της λύσης που προέκυψε28. Επίσης, αξίζει να παρατηρήσουμε πως ο αριθμός των ανεξάρτητων διαδρομών είναι επτά (7).

			Εφόσον έχουμε ολοκληρώσει την ανάλυση μας, όπως έχουμε αναφέρει και στην ενότητα 4.7, δεν θα πρέπει να ξεχνάμε να αναγνωρίσουμε την συμβολή άλλων μελετητών ή/και ερευνητών στο ελεύθερο λογισμικό R.

			Τέλος, θα πρέπει να αναφέρουμε πως ανάλογα με την φύση και την διατύπωση του προβλήματος μπορούμε να μετασχηματίσουμε τα ορίσματα της συνάρτησης προκειμένου να λύσουμε εναλλακτικά προβλήματα μεταφοράς. Το σύνολο των περιπτώσεων, όπως είναι προφανές, είναι αδύνατο να καλυφθεί στο εισαγωγικό αυτό σύγγραμμα. Παρόλα αυτά, με βάση την θεωρία που παρουσιάστηκε αλλά και την λύση των προβλημάτων μεταφοράς χρησιμοποιώντας το R, ο ενδιαφερόμενος αναγνώστης έχει στην διάθεση του όλα τα απαραίτητα εργαλεία, τόσο από άποψη της θεωρίας όσο και της εφαρμογής, προκειμένου να προβεί στις κατάλληλες επαγωγές.

			7.6 Σύνδεση με τον κατάλογο Ανοικτών Μαθημάτων

			Στα πλαίσια του έργου Ανοικτά Ακαδημαϊκά Μαθήματα και συγκεκριμένα όσον αφορά στο Τμήμα Οικονομικών Επιστημών του Πανεπιστημίου Πατρών, οι συγγραφείς έχουν αναπτύξει ψηφιακό υλικό με μορφή διαφανειών και βίντεο-διαλέξεων, για το μάθημα “Επιχειρησιακή Έρευνα (Εφαρμογές με το Λογισμικό R)” το οποίο αφορά τόσο στα θέματα που θα παρουσιαστούν στο παρόν σύγγραμμα όσο και στον τρόπο που προσεγγίζεται και διδάσκεται από τους συγγραφείς στο Τμήμα Οικονομικών Επιστημών του Πανεπιστημίου Πατρών. 

			Το υλικό του μαθήματος είναι ελεύθερο στον ενδιαφερόμενο χρήστη μέσω της πλατφόρμας ασύγχρονης τηλεκπαίδευσης του Πανεπιστημίου Πατρών για το Τμήμα Οικονομικών Επιστημών (ECON1318) ενώ το υλικό που σχετίζεται με το παρόν κεφάλαιο μπορεί να βρεθεί εδώ.

			7.7 Σύνοψη Εβδόμου Κεφαλαίου και Διδακτικοί Σκοποί

			Το παρόν κεφάλαιο σκοπό είχε να παρουσιάσει το πρόβλημα της μεταφοράς ως ένα σπουδαίο σημαντικό πρόβλημα Γραμμικού (κυρίως όμως Ακεραίου) Προγραμματισμού με ιδιαίτερη δομή καθώς και να παρουσιάσει τις διαθέσιμες μεθόδους επίλυσης τέτοιων προβλημάτων διαφορετικών από την Μέθοδο Simplex που έχουμε ήδη παρουσιάσει στο Κεφάλαιο 3.  Το πρόβλημα της μεταφοράς ανήκει σε μια ευρύτερη κατηγορία προβλημάτων αυτών της Δικτυωτής Ανάλυσης της οποίας η μελέτη ξεφεύγει από τους σκοπούς του παρόντος συγγράμματος.

			Το πρόβλημα της μεταφοράς θεμελιώθηκε και επιλύθηκε από τον Dantzig (1951) παρά το γεγονός πως είχε αναγνωριστεί νωρίτερα από τον Hitchcock (1941). Μια σημαντική παράμετρος είναι πως η μαθηματική διατύπωση του προβλήματος της μεταφοράς αφορά σ’ ένα μεγαλύτερο σύνολο προβλημάτων που μοιράζονται ίδια δομή, ανεξάρτητα από το εάν αναφέρονται σε πρόβλημα μεταφοράς ή όχι.

			Ιδιαίτερα σημαντικές είναι οι δυνατότητες που μας προσφέρει το λογισμικό R μέσω των κατάλληλων βιβλιοθηκών και εφαρμόζοντας ειδικές συναρτήσεις επίλυσης προβλημάτων μεταφοράς μπορεί να μας προσδιορίσει την αρχική βασική εφικτή λύση με ταχύτητα και με ακρίβεια.

			Με βάση τα παραπάνω, μετά το πέρας αυτού του κεφαλαίου, μεταξύ άλλων, ο αναγνώστης θα πρέπει να είναι σε θέση:

			
					να διατυπώσει την μαθηματική μορφή ενός προβλήματος μεταφοράς καθώς και το σύνολο των περιορισμών του,

					να χρησιμοποιεί τις διαφορετικές μεθόδους επίλυσης του προβλήματος της μεταφοράς, 

					να αναγνωρίζει και να διακρίνει τις διαφορές στους αλγόριθμους υπολογισμού της κάθε μεθόδου, και.

					να εισάγει και να επιλύει το πρόβλημα μεταφοράς στο λογισμικό R καθώς και να ερμηνεύει το αποτέλεσμα. 

			

			

			
				
					23  Σε περιπτώσεις ισοπαλίας ποινών, η επιλογή είναι αυθαίρετη.

				

				
					24   Σε αυτή την περίπτωση θα πρέπει να είμαστε προσεκτικοί με την εφαρμογή της ανάλυσης ευαισθησίας καθώς το αποτέλεσμα συνοδεύεται και από ένα σύνολο προειδοποιήσεων σχετικά με το πρόβλημα και τις διαστάσεις του.

				

				
					25  Κάτι τέτοιο δεν ισχύει ως κανόνας αλλά εξαρτάται από την φύση του εκάστοτε προβλήματος. Στην περίπτωση που αλλάξουν τα κόστη, ο τρόπος εισαγωγής τους στον πίνακα του προβλήματος είναι προφανής.

				

				
					26  Στην προκειμένη περίπτωση, για να αποφευχθεί επανάληψη, αφήνεται ως άσκηση στον αναγνώστη.

				

				
					27  Κάτι τέτοιο δεν ισχύει ως κανόνας αλλά εξαρτάται από την φύση του εκάστοτε προβλήματος. Στην περίπτωση που αλλάξουν τα κόστη, ο τρόπος εισαγωγής τους στον πίνακα του προβλήματος είναι προφανής.

				

				
					28  Στην προκειμένη περίπτωση, για να αποφευχθεί η επανάληψη, αφήνεται ως άσκηση στον αναγνώστη.
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			ΚΕΦΑΛΑΙΟ ΟΓΔΟΟ: Εισαγωγή στον Ακέραιο Προγραμματισμό. Εφαρμογές χρησιμοποιώντας το R

			Σύνοψη 

			Τα προβλήματα ακεραίου γραμμικού προγραμματισμού αποτελούν μια ειδική κατηγορία προβλημάτων. Ωστόσο, η ιδιαίτερη φύση που έχουν καθώς αναφέρονται σε μεταβλητές που λαμβάνουν ακέραιες τιμές τα καθιστούν βαρύνουσας σημασίας σε πολλά οικονομικά προβλήματα. Στο παρόν κεφάλαιο παρουσιάζεται η μέθοδος διακλάδωσης και φράγματος και δίνονται απλά παραδείγματα τα οποία επιλύονται και με το λογισμικό R.

			8.1 Εισαγωγή

			Μία από τις βασικότερες υποθέσεις που διέπει τα προβλήματα γραμμικού προγραμματισμού είναι αυτή της διαιρετότητας. Σύμφωνα με αυτήν, όλα τα επίπεδα δραστηριοτήτων και όλοι οι διαθέσιμοι πόροι σε ένα ΠΓΠ μπορούν να λάβουν ρητές τιμές (κλασματικές ή ακέραιες). 

			Ωστόσο, αρκετά από τα προβλήματα που αναφέρονται σαν προβλήματα γραμμικού προγραμματισμού περιέχουν μεταβλητές οι οποίες υποχρεούνται να πάρουν μόνο ακέραιες τιμές (π.χ. προβλήματα χωροθέτησης, αποφάσεις χρηματοδότησης ενός επενδυτικού έργου, καταμερισμός εργασίας σε μια επιχείρηση, το πρόβλημα της εφάπαξ χρέωσης, το πρόβλημα σχεδιασμού παραγωγής πολλών προϊόντων, το πρόβλημα της κατάρτισης ενός προγράμματος εργασίας με το ελάχιστο κόστος κ.α.) λαμβάνοντας ευρείας εφαρμογής και ιδιαίτερης προσοχής καθώς απεικονίζουν φυσικές συνθήκες και καταστάσεις. Στην περίπτωση όπου ορισμένες από τις μεταβλητές απαιτείται να είναι ακέραιες και κάποιες όχι, τότε μιλάμε για προβλήματα μικτού ακέραιου προγραμματισμού. Τέτοιου είδους προβλήματα όμως στο πλαίσιο του παρόντος συγγράμματος δεν θα μας απασχολήσουν, καθώς απαιτούν περαιτέρω θεωρητικές προσεγγίσεις οι οποίες ξεφεύγουν από τους διδακτικούς σκοπούς του συγγράματος μας.

			Με βάση τα παραπάνω, μπορούμε να ορίσουμε ότι κάθε μοντέλο βελτιστοποίησης στο οποίο οι μεταβλητές απόφασης λαμβάνουν μη-κλασματικές ή διακεκριμένες τιμές κατατάσσεται ως Πρόβλημα Ακέραιου Προγραμματισμού –ΠΑΠ- (αγγλ. Integer Linear Programming problem, ILP). Η αντικειμενική συνάρτηση και οι περιορισμοί δύναται να εκφράζονται γραμμικά ή μη-γραμμικά. Μιλώντας αυστηρά, ο ακέραιος προγραμματισμός είναι μη-γραμμικός ωστόσο εάν χαλαρώσουμε τους ακέραιους περιορισμούς των μεταβλητών εμπίπτει σε προβλήματα γραμμικού προγραμματισμού (Gomory, 1958). 

			Πριν ξεκινήσουμε με την περιγραφή του προβλήματος ακεραίου προγραμματισμού, θα πρέπει να σημειώσουμε ότι δεν υπάρχει αλγόριθμος τύπου Simplex29  ο οποίος μπορεί να επιλύσει το συγκεκριμένο πρόβλημα σε μικρό αριθμό επαναλήψεων, όπως στην περίπτωση προβλημάτων γραμμικού προγραμματισμού ενώ εάν το ΠΓΠ είναι φραγμένο, η δυνατή περιοχή λύσεων του ΠΑΠ αποτελείται από πεπερασμένο αριθμό στοιχείων. 

			Προκειμένου να αποκτήσουμε μια πλήρη και σαφή εικόνα για τα προβλήματα ακεραίου προγραμματισμού, θα θεωρήσουμε το παρακάτω πρόβλημα ακεραίου προγραμματισμού γνωρίζοντας ότι ακολουθούν την δομή των κλασσικών προβλημάτων γραμμικού προγραμματισμού, δοθέντος ότι υπάρχουν μερικές μεταβλητές τύπου «0-1» ως εξής (Taha,1975):  

			[image: ]

			ή πιο αυστηρά με την μορφή:

			[image: ]

			Αρκετοί αλγόριθμοι έχουν αναπτυχθεί για προβλήματα ακεραίου προγραμματισμού (αλγόριθμοι cutting planes-Gomory 1958; προσεγγιστικές μέθοδοι-Taha,1975; αλγόριθμοι αναζήτησης και τομών -searching and rounding methods-). Ωστόσο, αυτές οι μέθοδοι που χρησιμοποιούνται παρουσιάζουν έντονη δυσκολία από υπολογιστική άποψη, ειδικότερα όταν ο αριθμός των μεταβλητών αυξάνεται, σ’ αντίθεση με τον γραμμικό προγραμματισμό όπου προβλήματα με χιλιάδες μεταβλητές και χιλιάδες περιορισμούς μπορούν να λυθούν σε εύλογο χρονικό διάστημα. Η υπολογιστική αυτή δυσκολία που παρατηρείται στους αλγορίθμους επίλυσης προβλημάτων ακεραίου προγραμματισμού έχει οδηγήσει τους χρήστες να βρουν άλλες μεθόδους επίλυσης τέτοιων προβλημάτων. Μια τέτοια προσέγγιση είναι να λυθεί το πρόβλημα σαν ένα πρόβλημα γραμμικού προγραμματισμού και στη συνέχεια να στρογγυλοποιηθεί η βέλτιστη λύση στις κοντινότερες ακέραιες τιμές (Branch and Bound algorithm, B&B). 

			8.2 Ο αλγόριθμος Διακλάδωσης και Φράγματος  (Branch and Bound algorithm, B&B)

			Ο αλγόριθμος διακλάδωσης και φράγματος εφαρμόζεται στην περίπτωση κατά την οποία οι μεταβλητές απόφασης είναι φραγμένες, παίρνουν δηλαδή ένα περιορισμένο αριθμό ακέραιων τιμών (Land and Doig, 1960; Balas, 1965). Ας υποθέσουμε ότι επιδιώκουμε να επιλύσουμε το παρακάτω ΠΑΠ το οποίο βρίσκεται σε τυπική μορφή (Papadimitriou and Steiglitz, 1982):

			[image: ]

			Το πρώτο βήμα ή στάδιο επίλυσης του προβλήματος ακεραίου προγραμματισμού προϋποθέτει την επίλυσή του ως πρόβλημα γραμμικού προγραμματισμού με την γνωστή μέθοδο Simplex χωρίς τους περιορισμούς ακεραιότητας των συγκεκριμένων μεταβλητών απόφασης (Σίσκος, 2002). Λαμβάνουμε λοιπόν την λύση [image: ] η οποία γενικά δεν είναι ακέραια (αν είναι ακέραια είναι και η βέλτιστη λύση οπότε ο αλγόριθμος τερματίζει). Συνεπώς, μπορούμε να ισχυριστούμε ότι εάν η συγκεκριμένη λύση ικανοποιεί τους περιορισμούς ακεραιότητας των μεταβλητών, τότε η λύση αυτή είναι και λύση του προβλήματος ακεραίου προγραμματισμού. Σε αντίθετη περίπτωση, μπορούμε να θεωρήσουμε ότι η ποσότητα [image: ] αποτελεί ένα κάτω όριο της βέλτιστης τιμής της αντικειμενικής συνάρτησης του προβλήματος ακεραίου προγραμματισμού (στάδιο δεύτερο) και καθορίζεται μια πρώτη λύση έστω με βάση το μη-ακέραιο στοιχείο [image: ] του διανύσματος [image: ] (στάδιο 2). Το αρχικό πρόβλημα διασπάται σε δύο υπό-προβλήματα (1) και (2) με εισαγωγή δύο συμπληρωματικών περιορισμών:

			[image: ]

			 Η λύση του μηδενικού προβλήματος ανήκει στο χώρο ενός εκ των δύο προβλημάτων προγραμματισμού (1), (2) ,καθώς μόνο ένας εκ των περιορισμών [image: ] είναι αληθής (στάδιο 3) [image: ] το ακέραιο μέρος. Άρα. για κάθε υποσύνολο λύσεων που προκύπτει, ορίζουμε ως άνω φράγμα την τιμή της αντικειμενικής συνάρτησης της βέλτιστης μη-ακεραίας λύσης. Συνεπώς, μπορούμε να ισχυριστούμε ότι η τιμή της αντικειμενικής συνάρτησης της καλύτερης μέχρι στιγμής ακέραιης λύσης ορίζεται ως κάτω φράγμα. Με διαδοχικές διαμερίσεις κάθε προβλήματος δημιουργείται ένα δέντρο έμμεσης απαρίθμησης του χώρου των λύσεων. Τα υποσύνολα λύσεων όπου τα άνω φράγματα είναι κατώτερα από το ισχύον κάτω φράγμα δεν εξετάζονται για περαιτέρω διακλάδωση. Κάθε κόμβος στο δενδροδιάγραμμα που δημιουργείται, αντιπροσωπεύει ένα υπό-πρόβλημα, στο οποίο αντιστοιχεί μια χαλαρή λύση (relaxed solution) xi και ένα κατώτατο όριο της αντικειμενικής συνάρτησης. Εάν υπάρχει πραγματοποιήσιμη ακέραια λύση με τιμή της αντικειμενικής ίσης ή μεγαλύτερης του άνω φράγματος κάθε υποσυνόλου (ή κόμβου στο δένδρο-διάγραμμα), τότε η συγκεκριμένη λύση είναι και η βέλτιστη. Στην αντίθετη περίπτωση, η επιλογή των υποσυνόλων με το καλύτερο άνω φράγμα είναι αναγκαία και προκύπτουν έτσι νέες διακλαδώσεις στο δένδρο-διάγραμμα (Κολέτσος και Στογιάννης, 2012). 

			Για την πλήρη κατανόηση του συγκεκριμένου αλγορίθμου ακολουθούν δύο παραδείγματα.

			8.3 Παραδείγματα κατανόησης του αλγόριθμου Διακλάδωσης και Φράγματος (Branch and Bound algorithm, B&B)

			Στην συγκεκριμένη ενότητα, επιχειρείται η παρουσίαση της βασικής ιδέας του αλγορίθμου B&B, μέσω δύο παραδειγμάτων.

			8.3.1 Παράδειγμα 1

			Θεωρήστε το παρακάτω πρόβλημα ακεραίου προγραμματισμού30:

			[image: ]

			Έστω το παρακάτω πρόβλημα:

			[image: ]

			Η βέλτιστη λύση του οποίου δίνεται από το διάνυσμα [image: ] και την τιμή της αντικειμενικής συνάρτησης η οποία ισούται με [image: ]. Η συγκεκριμένη τιμή (16.5), αποτελεί άνω φράγμα για την τιμή της αντικειμενικής συνάρτησης οποιουδήποτε προβλήματος ακολουθήσει (αποτελεί δηλαδή μία αισιόδοξη εκτίμηση της λύσης του ακέραιου προβλήματος). Επειδή όμως υπάρχουν μεταβλητές που δεν λαμβάνουν ακέραιες τιμές στην βέλτιστη λύση του [image: ] προβλήματος, δεν έχουμε ταυτόχρονα λύση και στο αντίστοιχο [image: ] πρόβλημα. Σε αυτό το σημείο, επιλέγουμε μια από τις ακέραιες μεταβλητές της οποίας η βέλτιστη λύση στο αντίστοιχο [image: ] δεν είναι λαμβάνει ακέραιες τιμές. 

			Παρατηρούμε ωστόσο ότι η μεταβλητή [image: ] δεν λαμβάνει ακέραια τιμή στην βέλτιστη λύση του [image: ]  και δεν μπορεί να αποτελεί συγχρόνως λύση και του [image: ] προβλήματος. Επιλέγουμε λοιπόν ως μεταβλητή διακλάδωσης την [image: ] με διάστημα τιμών του χώρου των λύσεων το [image: ] και περιέχει δύο ακέραιες τιμές το 0 και το 1. Το συγκεκριμένο διάστημα τιμών δεν περιέχει καμία ακέραια τιμή της μεταβλητής x1 και μπορεί να αποκλειστεί. Άρα, το αρχικό μας πρόβλημα ακεραίου προγραμματισμού είναι δυνατόν να θεωρηθεί ως ισοδύναμο με δύο άλλα προβλήματα γραμμικού προγραμματισμού, τα [image: ], στα οποία προστίθενται οι περιορισμοί [image: ]. 

			Για x1=0, το πρόβλημά [image: ] έχει την παρακάτω μορφή:

			[image: ]

			Η λύση του παραπάνω προβλήματος είναι [image: ] και αποτελεί την βέλτιστη λύση μέχρι στιγμής.

			Για x1=1, το πρόβλημά [image: ], έχει την παρακάτω μορφή:

			[image: ]

			με βέλτιστη λύση και τιμή αντικειμενικής συνάρτησης αυτή την φορά [image: ]αντίστοιχα.

			Ακολουθώντας την ίδια συλλογιστική, επιλέγουμε για μεταβλητή διακλάδωσης την x2=0.8. Συνεπώς, για x2=0 (και στην περίπτωση όπου x4=0), το πρόβλημα μας, [image: ] ,δίνεται παρακάτω:

			[image: ]

			με βέλτιστη λύση το διάνυσμα [image: ] και τιμή αντικειμενικής συνάρτησης [image: ] αντίστοιχα. Συνεχίζοντας, έχουμε x2=1 x2=1 και το πρόβλημα [image: ] εκφράζεται ως εξής:

			[image: ]

			με λύση το διάνυσμα [image: ] και τιμή αντικειμενικής συνάρτησης [image: ]. Έπειτα, επανερχόμαστε στο πρόβλημα [image: ] και επιλέγουμε ως μεταβλητή διακλάδωσης την x3=0.8, η οποία φράσσεται ανάμεσα στο 0 και στο 1. Ακολουθώντας την ίδια λογική και για την τιμή x3=0, η βέλτιστη λύση δίνεται ως  [image: ], ενώ για τιμή x3=1 δεν έχουμε εφικτή λύση. 

			Με παρόμοιο τρόπο διαχειριζόμαστε την περίπτωση με την τιμή x2=1, όπου επιλέγουμε την μεταβλητή [image: ] και την χρησιμοποιούμε ως μεταβλητή διακλάδωσης. Εάν x4=0τότε έχουμε ότι [image: ] και αποτελεί την βέλτιστη εφικτή λύση ενώ, εάν, x4=1 παίρνουμε ότι [image: ] η οποία δεν είναι εφικτή. Επίσης, αξίζει να παρατηρήσουμε ότι στην περίπτωση κατά την οποία x3=1, δεν έχουμε εφικτή λύση ενώ για x3=0, λαμβάνουμε την προηγούμενη λύση, ήτοι [image: ].

			Μια διαγραμματική απεικόνιση του παραπάνω προβλήματος παρουσιάζεται παρακάτω (Σχήμα 8.1):

			[image: ]

			Σχήμα 8.1 Δένδρο του B&B αλγόριθμου για την λύση του παραδείγματος 1.

			8.3.2 Παράδειγμα 2

			Ο ιδιοκτήτης μιας μικρής επιχείρησης παραγωγής άρτου σχεδιάζει να μεγαλώσει την παραγωγή του με την αγορά δύο καινούργιων και διαφορετικού τύπου μηχανών. Ο ιδιοκτήτης έχει υπολογίσει ότι με την αγορά μιας ποσότητας από την μηχανή Α τα κέρδη του θα αυξηθούν κατά €100 την ημέρα ενώ με την αγορά μιας ποσότητας από την μηχανή Β θα αυξηθούν κατά €150. Ο αριθμός των μηχανών Α και Β που ο ιδιοκτήτης μπορεί να αγοράσει εξαρτάται από το κόστος της κάθε μηχανής καθώς και από τα τετραγωνικά μέτρα του αρτοποιείου. Στοιχεία για το κόστος καθώς και τα τετραγωνικά μέτρα δίνονται στον παρακάτω πίνακα (Πίνακας 8.1):

			
				
					
					
					
				
				
					
							
							Τύπος Μηχανής

						
							
							Απαιτούμενος χώρος (m2)

						
							
							Τιμή αγοράς

						
					

					
							
							Μηχανή Α

						
							
							15

						
							
							8000

						
					

					
							
							Μηχανή Β

						
							
							30

						
							
							4000

						
					

				
			

			Πίνακας 8.1 Δεδομένα παραδείγματος 2.

			Ο ιδιοκτήτης έχει προϋπολογίσει ένα ποσό €40000 για την αγορά των διαφορετικών ποσοτήτων από τα μηχανήματα τύπου Α και Β ενώ ο διαθέσιμος χώρος που έχει είναι 200m2 και επιθυμεί να γνωρίσει τις ακριβείς ποσότητες από τα μηχανήματα Α και Β οι οποίες ημερησίως μεγιστοποιούν τα κέρδη του.

			Απάντηση:

			Το συγκεκριμένο πρόβλημα εμπίπτει στα πλαίσια των προγραμμάτων ακεραίου προγραμματισμού καθώς ο ιδιοκτήτης δεν μπορεί να αγοράσει ποσοστό ή μέρος από τα μηχανήματα Α και Β παρά μόνο συγκεκριμένες ποσότητες. Θα μπορούσε συνεπώς να διατυπωθεί ως εξής:

			[image: ]

			Η λύση του παραπάνω προβλήματος, υπό την προϋπόθεση ότι αυτό θα επιλυθεί ως πρόβλημα γραμμικού προγραμματισμού, είναι η εξής [image: ] ενώ η τιμή της αντικειμενικής συνάρτησης είναι [image: ] και αποτελεί το άνω φράγμα. Θα μπορούσαμε να υπολογίσουμε και το κάτω φράγμα για το συγκεκριμένο πρόβλημα το οποίο μας δίνει λύση [image: ]. Το επόμενο βήμα είναι η δημιουργία των κατάλληλων υπό-προβλημάτων χαλαρώνοντας την συνθήκη για τις μεταβλητές x1, x2. Επιχειρώντας να το κάνουμε αυτό με την μεταβλητή x2, θα πρέπει να εξετάσουμε τις περιπτώσεις όπου [image: ]. Ξεκινώντας με την πρώτη περίπτωση για την x2 μεταβλητή, έχουμε ότι το πρόβλημα γραμμικού προγραμματισμού που διαμορφώνεται είναι το κάτωθι:

			[image: ]

			με λύση [image: ]. Τώρα, στην περίπτωση που επιχειρήσουμε να μιλήσουμε για την δεύτερη περίπτωση για την x2 μεταβλητή, διαμορφώνουμε το παρακάτω πρόβλημα:

			[image: ]

			με λύση [image: ]και τιμή αντικειμενικής συνάρτησης [image: ]. Καθώς δεν έχουμε μέχρι στιγμής κάποια βέλτιστη ακεραία λύση, θα πρέπει να συνεχίσουμε την διαδικασία των περαιτέρω διακλαδώσεων όπως στο προηγούμενο παράδειγμα. 

			Θα πρέπει ωστόσο να σημειώσουμε ότι και για τα δύο υπο-προβλήματα [image: ], το κάτω φράγμα παραμένει το ίδιο [image: ].Τώρα, η μεταβλητή x2 είναι ακέραια και συνεπώς το ενδιαφέρον μας θα μετατοπιστεί στην μεταβλητή x1 για την οποία θα αναπτυχθούν και οι καινούργιοι περιορισμοί [image: ].Ακολουθώντας την ίδια διαδικασία, οι λύσεις των προβλημάτων γραμμικού προγραμματισμού που περιλαμβάνουν ξεχωριστά τους περιορισμούς για τη x1 μεταβλητή για την περίπτωση της διακλάδωσης όπου x2=6 έχουν ως εξής:

			[image: ]

			με λύση [image: ]ενώ,

			[image: ]

			το οποίο παράγει μη-εφικτή λύση. Τέλος, η διαδικασία επαναλαμβάνεται καθώς δεν έχει επιτευχθεί ακόμα λύση για την περίπτωση της διακλάδωσης όπου x1=1 σε σχέση με τις τιμές της [image: ] μεταβλητής.

			Τα προβλήματα με τις αντίστοιχες λύσεις, δίνονται παρακάτω:

			[image: ]

			με λύση [image: ], ενώ το παρακάτω πρόβλημα, έχει μη-εφικτή λύση:

			[image: ]

			Η διαγραμματική απεικόνιση του παραπάνω προβλήματος παρουσιάζεται παρακάτω (Σχήμα 8.2):

			[image: ]

			Σχήμα 8.2 Δένδρο του B&B αλγόριθμου για την λύση του παραδείγματος 2.

			Με βάση τα παραπάνω, η βέλτιστη λύση για το συγκεκριμένο πρόβλημα ακεραίου προγραμματισμού επιτυγχάνεται για την διακλάδωση που είναι η [image: ] με τιμή αντικειμενικής συνάρτησης [image: ]. Συνεπώς, ο ιδιοκτήτης θα πρέπει να αγοράσει ένα τεμάχιο από την μηχανή Α και 6 τεμάχια από την μηχανή Β.

			8.4 Λύνοντας προβλήματα Ακεραίου Προγραμματισμού χρησιμοποιώντας το R

			Η ενότητα αυτή, σκοπό έχει να εισάγει τον αναγνώστη στην επίλυση βασικών προβλημάτων ακεραίου προγραμματισμού χρησιμοποιώντας το λογισμικό R και προορίζεται να αποτελέσει μια εισαγωγή στο θέμα αυτό προκειμένου να λειτουργήσει συμπληρωματικά με τα προηγούμενα κεφάλαια του παρόντος συγγράμματος, ώστε ο αναγνώστης να αποκτήσει μια σφαιρική εικόνα των μεθοδολογιών του γραμμικού προγραμματισμού.

			Ας υποθέσουμε το παρακάτω πρόβλημα γραμμικού προγραμματισμού:

			[image: ]

			Η διαφορά του συγκεκριμένου προβλήματος από αυτά που έχουμε επιλύσει μέχρι στιγμής, είναι ότι οι περιορισμοί μη-αρνητικότητας εμφανίζονται αλλαγμένοι. Πιο συγκεκριμένα, κάποιες από τις μεταβλητές απόφασης του προβλήματος παίρνουν μόνο ακέραιες τιμές (σε κάποια προβλήματα οι τιμές που παίρνουν κάποιες μεταβλητές ενδεχομένως να έχουν την μορφή 0 και 1, να είναι δηλαδή δυαδικές μεταβλητές) όπως οι μεταβλητές x1 και x3 παραπάνω. Αυτό σημαίνει ότι η υπόθεση της διαιρετότητας παύει να ισχύει για τις μεταβλητές αυτές και έτσι οδηγούμαστε στο συμπέρασμα ότι έχουμε να επιλύσουμε ένα πρόβλημα ακεραίου προγραμματισμού.

			Προκειμένου να προχωρήσουμε στην επίλυση του μέσω του R, θα πρέπει να εγκαταστήσουμε διαφορετικά πακέτα από αυτά που έχουμε χρησιμοποιήσει μέχρι στιγμής και να καλέσουμε διαφορετικές βιβλιοθήκες. Ανάλογα με την έκδοση του R που έχει εγκατασταθεί στον υπολογιστή σας, μπορείτε να εγκαταστήσετε το πακέτο “Rglpk” ή/και το πακέτο “slam”. Παρακάτω φαίνονται οι εντολές για την πρώτη εγκατάσταση των πακέτων αλλά και η βιβλιοθήκη που θα πρέπει να καλέσετε στην συνέχεια ώστε να χρησιμοποιήσετε την συνάρτηση του R που θα λύσει το πρόβλημα ακεραίου προγραμματισμού:

			install.packages(“Rglpk”) ; install.packages(“slam”) ; library(Rglpk)

			Εκτελώντας τις παραπάνω εντολές, το αποτέλεσμα31 στην κονσόλα του R, θα είναι το ακόλουθο (Εικόνα 8.1):

			[image: ]

			Εικόνα 8.1 Εγκαθιστώντας τα πακέτα για την λύση προβλημάτων ακεραίου (και μικτού) προγραμματισμού.

			Το επόμενο βήμα είναι να εισάγουμε το πρόβλημα στο R. Σε γενικές γραμμές, ο τρόπος εισαγωγής είναι περίπου ίδιος με αυτόν που έχει παρουσιαστεί σε προηγούμενες ενότητες, παρόλα αυτά όμως υπάρχουν κάποιες διαφοροποιήσεις εφόσον θα χρησιμοποιήσουμε διαφορετική συνάρτηση. Οι εντολές φαίνονται παρακάτω:

			cvec = c(3,1,3) ; A = matrix(c(-1,2,1,0,4,-3,1,-3,2),nrow=3,ncol=3,byrow=T)
dir = c(«<=»,»<=»,»<=») ; bvec = c(4,2,3)

			Μέχρι στιγμής, ο τρόπος δημιουργίας του διανύσματος με τους συντελεστές κέρδους, της μήτρας των τεχνολογικών συντελεστών, του διανύσματος με την κατεύθυνση των ανισοτήτων και του διανύσματος με τις διαθέσιμες ποσότητες δεν εμφανίζει διαφοροποιήσεις. Όμως, στο παραπάνω πρόβλημα φαίνεται ότι οι μεταβλητές x1 και x3 παίρνουν μόνο ακέραιες τιμές ενώ η μεταβλητή [image: ] πραγματικές και ότι πρόκειται για ένα πρόβλημα μεγιστοποίησης, πληροφόρηση την οποία δεν φαίνεται να έχουμε εισάγει στο R. Για να εισάγουμε στο R τα γνωρίσματα αυτά, θα χρησιμοποιήσουμε τις παρακάτω εντολές:

			types=c(“I”,”C”,”I”) ; max=TRUE

			Το διάνυσμα “types” περιλαμβάνει τον τύπο των μεταβλητών απόφασης και πιο συγκεκριμένα δηλώνει στο R ότι οι μεταβλητές x1 και x3 παίρνουν μόνο ακέραιες τιμές (“Ι” όπως Integer, δηλαδή ακέραιος) και ότι η μεταβλητή x2 παίρνει συνεχείς τιμές (“C” όπως Continuous, δηλαδή συνεχής). Το όρισμα “max=TRUE” δηλώνει ότι πρόκειται για ένα πρόβλημα μεγιστοποίησης ενώ στην περίπτωση ενός προβλήματος ελαχιστοποίησης, το όρισμα αυτό προφανώς δηλώνεται ως “FALSE”.

			Το επόμενο βήμα για να λύσουμε το πρόβλημα είναι να καλέσουμε την συνάρτηση Rglpk(.) αφού εισάγουμε τα ορίσματα (με την σειρά που φαίνονται παρακάτω):

			Rglpk_solve_LP(cvec, A, dir, bvec, types=types, max=max)

			Αφού εκτελέσουμε τις παραπάνω εντολές, το αποτέλεσμα που εμφανίζεται στην κονσόλα του R είναι το ακόλουθο (Εικόνα 8.2):

			[image: ]

			Εικόνα 8.2 Αποτελέσματα από το λογισμικό R.

			Σύμφωνα με το αποτέλεσμα (Εικόνα 8.2) παραπάνω, η τιμή της αντικειμενικής συνάρτησης ($optimum) είναι 26.75, ενώ οι βέλτιστες τιμές των μεταβλητών απόφασης ($solution) είναι [image: ]ενώ το R μας επιστρέφει και την κατάσταση του προβλήματος δηλαδή ότι η επίλυση ήταν επιτυχής κάτι που δηλώνεται από το 0 στο τελευταίο τμήμα του παραπάνω πίνακα ($status=0). Παρατηρήστε ότι οι μεταβλητές x1 και x3 έχουν πάρει ακέραιες τιμές ενώ η μεταβλητή x2 έχει πάρει μια συνεχή τιμή όπως αρχικά είχαμε δηλώσει.

			Τέλος, αξίζει να αναφέρουμε ότι το εν λόγω πρόβλημα καλείται πρόβλημα μικτού προγραμματισμού καθώς κάποιες από τις μεταβλητές απόφασης παίρνουν ακέραιες και κάποιες συνεχείς τιμές. Ο μικτός προγραμματισμός στα πλαίσια του παρόντος συγγράμματος δεν θα μας απασχολήσει καθώς η παρουσίαση του ξεφεύγει κατά πολύ από τον εισαγωγικό χαρακτήρα του παρόντος συγγράμματος.

			8.5 Σύνδεση με τον κατάλογο Ανοικτών Μαθημάτων

			Στα πλαίσια του έργου Ανοικτά Ακαδημαϊκά Μαθήματα και συγκεκριμένα όσον αφορά στο Τμήμα Οικονομικών Επιστημών του Πανεπιστημίου Πατρών, οι συγγραφείς έχουν αναπτύξει ψηφιακό υλικό με μορφή διαφανειών και βίντεο-διαλέξεων, για το μάθημα “Επιχειρησιακή Έρευνα (Εφαρμογές με το Λογισμικό R)” το οποίο αφορά τόσο στα θέματα που θα παρουσιαστούν στο παρόν σύγγραμμα όσο και στον τρόπο που προσεγγίζεται και διδάσκεται από τους συγγραφείς στο Τμήμα Οικονομικών Επιστημών του Πανεπιστημίου Πατρών. 

			Το υλικό του μαθήματος είναι ελεύθερο στον ενδιαφερόμενο χρήστη μέσω της πλατφόρμας ασύγχρονης τηλεκπαίδευσης του Πανεπιστημίου Πατρών για το Τμήμα Οικονομικών Επιστημών (ECON1318) ενώ το υλικό που σχετίζεται με το παρόν κεφάλαιο μπορεί να βρεθεί εδώ.

			8.6 Σύνοψη Ογδόου Κεφαλαίου και Διδακτικοί Σκοποί

			Το κεφάλαιο αυτό σκοπό είχε να εισάγει τον χρήστη στον τρόπο επίλυσης των προβλημάτων ακεραίου προγραμματισμού με την μέθοδο Branch & Bound και να υπογραμμίσει ότι τέτοιου είδους προβλήματα προκύπτουν όταν χαλαρώσουμε την υπόθεση της αδιαιρετότητας των προβλημάτων γραμμικού προγραμματισμού. Τα δύο παραδείγματα που παρουσιάστηκαν, προσέφεραν μια οπτική αναπαράσταση της στρατηγικής της λύσης των ΠΑΠ. Η ενότητα συμπληρώθηκε με ένα παράδειγμα μικτού προγραμματισμού χρησιμοποιώντας το λογισμικό R ώστε να παρουσιάσουμε και την περίπτωση όπου κάποιες μεταβλητές απόφασης παίρνουν ακέραιες και κάποιες πραγματικές τιμές.

			Λαμβάνοντας υπόψη τα παραπάνω, μετά το πέρας του κεφαλαίου αυτού, μεταξύ άλλων, ο αναγνώστης θα πρέπει να είναι σε θέση:

			
					να αντιλαμβάνεται τις διαφορές μεταξύ του ακέραιου και του γραμμικού προγραμματισμού.

					να κατηγοριοποιήσει τα προβλήματα ακέραιου προγραμματισμού.

					να παρουσιάσει την μεθοδολογική προσέγγιση στα προβλήματα ακέραιου προγραμματισμού.

					να χρησιμοποιεί το λογισμικό R ώστε να λύσει προβλήματα ακεραίου προγραμματισμού και να ερμηνεύσει το αποτέλεσμα.

			

			

			
				
					29 Σε γραμμικά μοντέλα ακεραίου προγραμματισμού,  η συνθήκη ακεραίου αλλοιώνει τη βασική ιδιότητα του χώρου που είναι η κυρτότητα, και συνεπώς δεν μπορεί να χρησιμοποιηθεί ο αλγόριθμος Simplex ο οποίος αναζητά δυνατές λύσεις στις κορυφές ενός πολυγώνου.

				

				
					30 Θα συμβολίζουμε ως LP και ΙLP τα προβλήματα γραμμικού και ακεραίου γραμμικού προγραμματισμού αντίστοιχα.

				

				
					31  Παραλήφθηκαν κάποια τμήματα του αποτελέσματος που παρουσιάζεται στην κονσόλα του R μόλις εκτελεστούν οι παραπάνω εντολές εγκατάστασης των πακέτων.
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			ΚΕΦΑΛΑΙΟ ΕΝΑΤΟ: Εισαγωγή στην μη-παραμετρική Ανάλυση Αποτελεσματικότητας: η προσέγγιση της Ανάλυσης Περιβάλλουσας Δεδομένων (Data Envelopment Analysis, DEA). Εκτίμηση αποτελεσματικότητας με την χρήση πραγματικών δεδομένων χρησιμοποιώντας το R

			Σύνοψη 

			Πολλοί ερευνητές απο διαφορετικά γνωστικά πεδία χρησιμοποιούν διαφορετικές μεθόδους που εμπίπτουν στο πεδίο της Επιχειρησιακής Ερευνας για να απαντήσουν σε συγκεκριμένα ερωτήματα. Ενα απο τα ερωτήματα αυτά αφορά στο κατα πόσον οι μονάδες που λαμβάνουν αποφάσεις χρησιμοποιούν κατάλληλα τις ειροσές τους προκειμένου να επιτύχουν το μέγιστο προιον. Στο κεφάλαιο αυτό, παρουσιάζεται τοσο το θεωρητικό υπόβαθρό όσο και το μεθοδολογικό πλαίσιο της Ανάλυσης Περιβάλλουσας Δεδομένων (DEA). Η χρήση του λογισμικού R και της DEA για την μελέτη παρόμοιων προβλημάτων καθίσταται κρίσιμη καθώς παρουσιάζει με αναλυτικό τρόπο προσφέροντας αξιόπιστη και γρήγορη λύση. 

			9.1 Εισαγωγή

			Η έννοια της αποτελεσματικότητας είναι άμεσα συνυφασμένη με τον τρόπο που μια επιχείρηση διαχειρίζεται τους παραγωγικούς συντελεστές που διαθέτει καθώς μετρά τυχόν σπατάλη των πόρων για μια δεδομένη τεχνολογία παραγωγής. Στο σύγχρονο επιχειρηματικό περιβάλλον το οποίο χαρακτηρίζεται ολοένα και περισσότερο από απο-ρύθμιση των αγορών, απελευθέρωση των εμπορικών ροών και συνακόλουθα αυξανόμενο ανταγωνισμό, εκτιμήσεις της αποτελεσματικότητας των επιχειρήσεων ενός κλάδου προσφέρουν ένα συγκεκριμένο, ποσοτικό κριτήριο της παραγωγικής απόδοσης του κλάδου αυτού.  Το κριτήριο αυτό αποτελεί χρήσιμη πληροφόρηση τόσο για τις διευθύνσεις (management) των επιχειρήσεων αυτών, όσο και για τους φορείς σχεδιασμού και άσκησης πολιτικής στον εν λόγω κλάδο. Από την μια μερία, το κριτήριο αυτό παρέχει στις επιχειρήσεις του κλάδου την δυνατότητα να γνωρίζουν εάν υπάρχουν δυνατότητες εξοικονόμησης παραγωγικών πόρων που θα οδηγούσαν στην αποδοτικότερη λειτουργία τους.  Από την άλλη πλευρά, παρέχει στους φορείς που ασκούν πολιτική στον κλάδο αυτό, την δυνατότητα να αξιολογήσουν και ενδεχομένως να επανεξετάσουν τα μέτρα πολιτικής που εφαρμόζουν ουτως ώστε αυτά να στοχεύουν πράγματικά στη βελτίωση της αποδοτικότητας και περαιτέρω, στην αύξηση της ανταγωνιστικότητας τπυ κλάδου. 

			Η επόμενη ενότητα παρουσιάζει μια επισκόπηση των εννοιών της τεχνολογίας παραγωγής και των συστατικών μερών της αποτελεσματικότητας. Στην τρίτη ενότητα παρουσιάζονται συνοπτικά οι τεχνικές εκτίμησης της παραγωγικής αποτελεσματικότητας με την μεθοδολογία DEA ενώ η τέταρτη ενότητα παρουσιάζει ένα αναλυτικό παράδειγμα για την εκτίμηση αποτελεσματικότητας μέσω του λογισμικού R.

			Τέλος οι συγραφείς θα ήθελαν να εκφράσουν τις θερμές τους ευχαριστίες στον Καθηγητή του Τμήματος Οικονομικών Επιστημών κ. Τσεκούρα Κωνσταντίνο για την διάθεση των σημειώσεων που αφορούν στο συγκεκριμένο κεφάλαιο. Επίσης, εκφράζουν τις θερμές τους ευχαριστίες για τις συμβουλές και τις υποδείξεις τις οποίες έλαβαν απο τον κ. Τσεκούρα για την συγραφή του παρόντος κεφαλαίου.

			9.2 Η έννοια της αποτελεσματικότητας και η μέτρησή της

			9.2.1 Τεχνολογία παραγωγής και όριο (frontier) παραγωγικών δυνατοτήτων

			Στο πλαίσιο της οικονομικής ανάλυσης, μια παραγωγική μονάδα (επιχείρηση) ορίζεται ως μια οντότητα (entity) η οποία μετασχηματίζει Ν εισροές, (έστω [image: ]) σε Μ τελικά προϊόντα ή εκροές, (έστω [image: ]). Σε μαθηματικούς όρους, οι ποσότητες των εισροών αυτών συμβολίζονται με ένα διάνυσμα Ν-διαστάσεων που δέχεται μη-αρνητικές, πραγματικές τιμές, δηλ. [image: ]. Αντιστοίχως, οι ποσότητες των εκροών συμβολίζονται με ένα διάνυσμα Μ-διαστάσεων που δέχεται μη-αρνητικές, πραγματικές τιμές, δηλ. [image: ]. Η διαδικασία φυσικού μετασχηματισμού ενός συνόλου ποσοτήτων εισροών[image: ] σε ένα σύνολο εκροών [image: ], με βάση την υφισταμένη τεχνογνωσία αποδίδεται με τον όρο τεχνολογία παραγωγής (production technology). Ειδικότερα, μια τεχνολογία παραγωγής, έστω S είναι το σύνολο όλων των εναλλακτικών συνδυασμών εισροών-εκροών (x, y) τέτοιων ώστε οι ποσότητες εισροών  x να μπορούν (με βάση την υφιστάμενη τεχνική σχέση μετατροπής τους σε εκροές) να παράγουν ποσότητες εκροών y, δηλαδή:

			[image: ]

			(5)

			Με βάση τον ορισμό της, μπορεί κανείς να προσδιορίσει μια τεχνολογία παραγωγής S με δύο επιπλέον εναλλακτικούς τρόπους χρησιμοποιώντας ως σημείο αναφοράς είτε, α) τις ποσότητες των χρησιμοποιουμένων εισροών, είτε β) τις ποσότητες των παραγομένων εκροών.  

			Συγκεκριμένα, μια τεχνολογία παραγωγής μπορεί να περιγραφεί από το σύνολο των απαιτoυμένων εισροών L(y) (input requirement set), δηλαδή, το σύνολο όλων των συνδυασμών εισροών x οι οποίοι παράγουν κατ’ ελάχιστο ένα ορισμένο επίπεδο εκροών y0:

			[image: ]

			(6)

			Εναλλακτικά μια τεχνολογία παραγωγής μπορεί να περιγραφεί από το σύνολο των εφικτών ποσοτήτων των εκροών P(x) (output set), δηλαδή, το σύνολο όλων των συνδυασμών εκροών y οι οποίοι είναι εφικτό να παραχθούν από ένα ορισμένο σύνολο εισροών x0:

			[image: ]

			(7)

			Για να είναι συνεπή με την οικονομική θεωρία παραγωγής, τα σύνολα L(y) και P(x) πρέπει να ικανοποιούν ορισμένες ιδιότητες μεταξύ των οποίων την ιδιότητα ενός «κλειστού» και κυρτού συνόλου32.

			Οι δύο αυτοί εναλλακτικοί τρόποι περιγραφής μιας τεχνολογίας παραγωγής απεικονίζονται γεωμετρικά στο Σχήμα 9.1 για δύο απλές περιπτώσεις τεχνολογιών παραγωγής.  Ειδικότερα, το Σχήμα 9.1 απεικονίζει το σύνολο των απαιτούμενων εισροών L(y) στην περίπτωση μιας τεχνολογίας που χρησιμοποιεί δύο εισροές και παράγει μία μόνο εκροή. Συγκεκριμένα, η «γκρίζα» περιοχή του σχήματος παριστάνει όλους τους δυνατούς συνδυασμούς εκροών (x1, x2) που μπορούν να παράγουν μια δεδομένη ποσότητα εκροής y0. Το σύνολο L(y) έχει την συγκεκριμένη μορφή λόγω των θεωρητικών ιδιοτήτων που πρέπει να ικανοποιεί. Η ποσότητα εκροής y0 μπορεί να παραχθεί χρησιμοποιώντας κατ’ ελάχιστο τους συνδυασμούς εισροών (x1, x2) που βρίσκονται επάνω στην καμπύλη y0y0 και η οποία ονομάζεται καμπύλη ισοπαραγωγής (isoquant).  Ωστόσο η ποσότητα εκροής y0 μπορεί να παραχθεί και από οποιονδήποτε συνδυασμό εισροών (x1, x2) που βρίσκεται στα δεξιά της καμπύλης y0y0.  

			Αντίθετα, συνδυασμοί εισροών που βρίσκονται στα αριστερά της καμπύλης y0y0 δεν επαρκούν για να παράγουν ποσότητα y0. Οι συνδυασμοί εισροών που βρίσκονται επάνω στην καμπύλη ισοπαραγωγής y0y0 ονομάζονται εναλλακτικοί αποτελεσματικοί συνδυασμοί εισροών για την παραγωγή της ποσότητας εκροής, y0. Αντίθετα, συνδυασμοί εισροών επάνω από την καμπύλη y0y0 ονομάζονται μη-αποτελεσματικοί συνδυασμοί παραγωγής διότι παράγουν την ίδια ποσότητα εκροής y0 χρησιμοποιώντας ποσότητες εισροών μεγαλύτερες από τις κατ’ ελάχιστον απαιτούμενες. Με άλλα λόγια, το εξωτερικό περίβλημα του συνόλου των απαιτούμενων εισροών L(y) μπορεί να θεωρηθεί ως ένα εν δυνάμει όριο ή «σύνορο» (frontier) παραγωγικών δυνατοτήτων με την έννοια ότι προσδιορίζει τις ελάχιστες ποσότητες εισροών που απαιτούνται για την παραγωγή ενός ορισμένου επιπέδου εκροών.

			[image: ]

			Σχήμα 9.1  Σύνολο απαιτουμένων εισροών L(x).

			Κατ’ ανάλογο τρόπο, το εξωτερικό περίβλημα του συνόλου των εφικτών ποσοτήτων των εκροών P(x) μπορεί επίσης να θεωρηθεί ως ένα εν δυνάμει όριο παραγωγικών δυνατοτήτων με την έννοια ότι προσδιορίζει τις μέγιστες ποσότητες εκροών που μπορούν να παραχθούν από δεδομένες ποσότητες εισροών. Το Σχήμα 9.2 απεικονίζει το σύνολο των εφικτών ποσοτήτων των εκροών P(x) στην απλή περίπτωση μιας τεχνολογίας που παράγει δύο εκροές χρησιμοποιώντας μία μόνο εισροή.Συγκεκριμένα, η «γκρίζα» περιοχή του σχήματος παριστάνει όλους τους δυνατούς συνδυασμούς εκροών (y1, y2) που μπορούν να παραχθούν από μια δεδομένη ποσότητα εισροής x0. Το σύνολο έχει P(x) την συγκεκριμένη μορφή λόγω των θεωρητικών ιδιοτήτων που πρέπει να ικανοποιεί.  Η εισροή x0 μπορεί να παράγει το πολύ τους συνδυασμούς εκροών (y1, y2) που ανήκουν στην καμπύλη Ρ0Ρ0 και η οποία ονομάζεται καμπύλη παραγωγικών δυνατοτήτων (production possibility curve) ή καμπύλη μετασχηματισμού (transformation curve).  Βεβαίως, η ποσότητα εισροής x0 μπορεί να παράγει και οποιονδήποτε μικρότερο συνδυασμό εκροών (y1, y2) που βρίσκεται κάτω από την καμπύλη Ρ0Ρ0. Ωστόσο, η x0 δεν επαρκεί για την  παραγωγή συνδυασμών (y1, y2) που βρίσκονται στα δεξιά της καμπύλης Ρ0Ρ0. Οι συνδυασμοί εκροών που βρίσκονται επάνω στην καμπύλη Ρ0Ρ0 ονομάζονται εναλλακτικοί αποτελεσματικοί συνδυασμοί εκροών που μπορούν να προκύψουν από την χρησιμοποίηση της εισροής x0.  Αντίθετα, συνδυασμοί εκροών στα αριστερά (ή «κάτω») από την καμπύλη P0P0, ονομάζονται μη-αποτελεσματικοί συνδυασμοί εκροών διότι παράγονται από την ποσότητα εισροής x0 η οποία όμως έχει την αντικειμενική δυνατότητα να παράγει τις μέγιστες ποσότητες εκροών επάνω στην καμπύλη P0P0.

			[image: ]

			Σχήμα 9.2  Σύνολο παραγομένων εκροών P(y). 

			9.2.2 Η έννοια της τεχνικής αποτελεσματικότητας (technical efficiency)

			Με βάση τα παραπάνω, προκύπτει ότι σε κάθε διαδικασία μετασχηματισμού εισροών σε εκροές (σε κάθε, δηλαδή, τεχνολογία παραγωγής) η απόκλιση που παρουσιάζει η απόδοση μιας παραγωγικής μονάδας από το όριο των αντικειμενικών δυνατοτήτων της τεχνολογίας παραγωγής μπορεί να χρησιμοποιηθεί ως ένα μέτρο του βαθμού αναποτελεσματικότητας της μονάδας αυτής. Η μεθοδολογική αυτή προσέγγιση οφείλεται στον Farrell (1957) και αποτελεί τη βάση της σύγχρονης ανάλυσης της αποτελεσματικότητας

			Στην σύγχρονη οικονομική έρευνα, η συνολική αποτελεσματικότητα μιας παραγωγικής μονάδας θεωρείται ότι περιλαμβάνει τα εξής τρία συστατικά (Fare, Grosskopf και Lovell, 1994): 

			
					την τεχνική αποτελεσματικότητα, TE (technical efficiency), η οποία αναφέρεται στην ικανότητα μιας παραγωγικής μονάδας να λειτουργεί (ή όχι) στο όριο των αντικειμενικών δυνατοτήτων της τεχνολογίας παραγωγής που χρησιμοποιεί.  

					την αποτελεσματικότητα μεγέθους (ή κλίμακας), SE (scale efficiency), η οποία αναφέρεται στην ικανότητα μιας παραγωγικής μονάδας να λειτουργεί με το βέλτιστο μέγεθος, δηλαδή να μεγιστοποιεί το μέσο προϊόν, με δεδομένη την υφιστάμενη τεχνολογία παραγωγής και  

					την διανεμητική αποτελεσματικότητα, ΑΕ (allocative efficiency), η οποία αναφέρεται στην ικανότητα μιας παραγωγικής μονάδας να χρησιμοποιεί τις εισροές της σε βέλτιστες ποσότητες, με δεδομένες τις αγοραίες τιμές των εισροών αυτών αλλά και την τεχνολογία παραγωγής.  

			

			Ο συνδυασμός των δύο πρώτων συστατικών ονομάζεται παραγωγική αποτελεσματικότητα, PE (productive efficiency), ενώ ο συνδυασμός και των τριών συστατικών ονομάζεται οικονομική αποτελεσματικότητα33, ΕΕ (economic efficiency).

			Η τεχνική αποτελεσματικότητα μιας παραγωγικής μονάδας μπορεί να μετρηθεί χρησιμοποιώντας ως σημείο αναφοράς: 

			
					είτε τις ποσότητες των χρησιμοποιουμένων εισροών, ή 

					τις ποσότητες των παραγομένων εκροών.  

			

			Ειδικότερα, η ανάλυση μπορεί να βασίζεται στο ερώτημα: «πόσο θα πρέπει να μειωθούν αναλογικά οι χρησιμοποιούμενες εισροές χωρίς να μεταβληθεί η παραγόμενη ποσότητα των εκροών;».  Η μέτρηση της τεχνικής αποτελεσματικότητας που προκύπτει με αυτόν τον τρόπο ονομάζεται αποτελεσματικότητα εισροών, ΤΕΙ (input-oriented efficiency). Εναλλακτικά, η μέτρηση της αποτελεσματικότητας μιας παραγωγικής μονάδας θα μπορούσε να βασίζεται σε αναλογικές μεταβολές των παραγομένων εκροών, δηλαδή, να βασίζεται στο ερώτημα: «πόσο μπορούν να αυξηθούν αναλογικά οι παραγόμενες εκροές χωρίς να αλλάξουν οι χρησιμοποιούμενες ποσότητες των εισροών;». Η μέτρηση της αποτελεσματικότητας που προκύπτει με αυτόν τον τρόπο ονομάζεται αποτελεσματικότητα εκροών, ΤΕΟ (output-oriented efficiency).  

			Εν γένει, η ΤΕΙ είναι διαφορετική από την ΤΕΟ καθώς η μέτρηση της πρώτης βασίζεται σε μεταβολές της χρήσης των εισροών για σταθερές ποσότητες παραγομένων εκροών, ενώ της δεύτερης σε μεταβολές των παραγόμενων εκροών για σταθερές ποσότητες των χρησιμοποιούμενων εισροών.  Η διαφορά μεταξύ ΤΕΙ και ΤΕΟ μπορεί εύκολα να παρασταθεί γεωμετρικά στην περίπτωση μιας τεχνολογίας παραγωγής που απασχολεί μια εισροή για την παραγωγή μιας μόνο εκροής, (δηλαδή, μιας απλής συνάρτησης παραγωγής) όπως η y=f(x) στο Σχήμα 9.2. Υποθέτοντας φθίνουσες αποδόσεις κλίμακας, αυτή η συνάρτηση παραγωγής απεικονίζεται ως η κοίλη καμπύλη ΟQ. Εξ’ ορισμού η συνάρτηση παραγωγής δίνει την μέγιστη ποσότητα εκροής που μπορεί να παραχθεί από μια δοσμένη ποσότητα εκροών και αποτελεί επομένως το όριο των παραγωγικών δυνατοτήτων της τεχνολογίας y=f(x) (βλέπε Σχήμα 9.3α).  Έστω ότι μια παραγωγική μονάδα λειτουργεί στο σημείο Ρ, δηλαδή, χρησιμοποιεί ποσότητα εισροής [image: ] και παράγει ποσότητα προϊόντος [image: ].  Είναι προφανές, ότι η μονάδα αυτή είναι τεχνικά αναποτελεσματική δεδομένου ότι δεν λειτουργεί επάνω στο όριο των παραγωγικών της δυνατοτήτων (δηλαδή, στην καμπύλη OQ). Ο βαθμός της τεχνικής της αποτελεσματικότητας μπορεί να μετρηθεί προς δύο κατευθύνσεις. Συγκεκριμένα, μπορούμε να μετρήσουμε την τεχνική αποτελεσματικότητα εισροών, ΤΕΙ ως τον παράγοντα [image: ] με βάση τον οποίο η χρησιμοποιούμενη ποσότητα εισροής [image: ] πρέπει να μειωθεί ώστε να γίνει η ελάχιστη ποσότητα εισροής [image: ] η οποία είναι ικανή να παράγει ποσότητα προϊόντος OA.  Συνεπώς, [image: ] (αφού [image: ]) και γεωμετρικά η τεχνική αποτελεσματικότητα εισροών δίνεται από τον λόγο, [image: ]. 

			Εναλλακτικά, μπορούμε να μετρήσουμε την τεχνική αποτελεσματικότητα εκροών, [image: ] ως το αντίστροφο του παράγοντα φ με βάση τον οποίο η παραγόμενη ποσότητα [image: ] πρέπει να αυξηθεί ώστε να γίνει η μέγιστη δυνατή ποσότητα προϊόντος [image: ] που μπορεί να παραχθεί από την ποσότητα εισροής [image: ]. Συνεπώς, [image: ] (αφού [image: ]) και γεωμετρικά η τεχνική αποτελεσματικότητα εκροών δίνεται από τον λόγο, [image: ].  Είναι προφανές ότι εν γένει οι λόγοι [image: ] και [image: ] διαφέρουν και επομένως [image: ].  

			Ωστόσο, οι δύο αυτές μετρήσεις τεχνικής αποτελεσματικότητας συμπίπτουν στην περίπτωση που η τεχνολογία παραγωγής χαρακτηρίζεται από σταθερές αποδόσεις κλίμακας.  Η περίπτωση αυτή απεικονίζεται στο Σχήμα 9.3β όπου η συνάρτηση παραγωγής εμφανίζει σταθερές αποδόσεις κλίμακας και συνεπώς παριστανεται γεωμετρικά από την ευθεία γραμμή ΟQ.  Για την παραγωγική μονάδα που λειτουργεί στο σημείο Ρ ισχύει βεβαίως ότι [image: ] και [image: ]. Ωστόσο, αφού το όριο των παραγωγικών δυνατοτήτων είναι η γραμμή ΟQ, μπορεί κανείς εύκολα να αποδείξει χρησιμοποιώντας τις ιδιότητες των ομοίων τριγώνων ότι ισχύει [image: ] και επομένως, [image: ] όταν η τεχνολογία παραγωγής χαρακτηρίζεται από σταθερές αποδόσεις κλίμακας.

			[image: ]

			Σχήμα 9.3  Tεχνική αποτελεσματικότητα και αποδόσεις κλίμακας.

			9.2.3  Η έννοια της αποτελεσματικότητας κλίμακας - SE (scale efficiency).

			Η αποτελεσματικότητα κλίμακας αναφέρεται στην απόκλιση μιας τεχνικά αποτελεσματικής παραγωγικής μονάδας από το άριστο μέγεθος κλίμακας παραγωγής MPSS (most productive scale size), (Banker, 1984).  Το MPSS είναι το μέγεθος κλίμακας παραγωγής όπου το μέσο προϊον που παράγει ενας συνδυασμός εισροών x (ή, με άλλα λόγια, η μέση παραγωγικότητα του συνδυασμού x ) γίνεται μέγιστο(η).  Η έννοια της αποτελεσματικότητας κλίμακας γίνεται καλύτερα κατανοητή εξετάζοντας την απλή περίπτωση μιας τεχνολογίας παραγωγής όπου μια εισροή απασχολείται στην παραγωγή μιας μόνο εκροής, δηλαδή, την περίπτωση της συνάρτησης παραγωγής [image: ], (Ray, 1998).  Το μέσο παραγόμενο προϊόν ή μέση παραγωγικότητα ΑΡ (average productivity) της εισροής, [image: ] δίνεται από τον τύπο:

			[image: ] 

			(8)

			Γεωμετρικά, η συνάρτηση παραγωγής [image: ] απεικονίζεται στο Σχήμα 9.3 ως η κοίλη καμπύλη ΟQ (υποθέτοντας φθίνουσες αποδόσεις κλίμακας) ενώ η μέση παραγωγικότητα [image: ]-με βάση τον παραπάνω ορισμό- παριστάνεται από την κλίση της ακτίνας ΟΕ.  Είναι προφανές ότι η κλίση αυτή γίνεται μέγιστη στο σημείο C όπου η ακτίνα ΟΕ εφάπτεται στην καμπύλη παραγωγής ΟQ. Αυτό συνεπάγεται ότι η ποσότητα εισροής [image: ] είναι το άριστο μέγεθος κλίμακας MPSS.  Έτσι η αποτελεσματικότητα μεγέθους SE οποιασδήποτε άλλης ποσότητας εισροής, έστω [image: ] μπορεί να μετρηθεί ως ο λόγος της μέσης παραγωγικότητας της εισροής [image: ] προς την (μέγιστη) μέση παραγωγικότητα του αρίστου μεγέθους κλίμακας [image: ], δηλαδή, ως ο λόγος:

			[image: ] 

			(9)

			Είναι προφανές, ότι η αποτελεσματικότητα κλίμακας οποιασδήποτε ποσότητας εισροής, [image: ], θα είναι [image: ], αφού η ποσότητα εισροής [image: ] είναι το άριστο μέγεθος κλίμακας, MPSS. Στο άριστο μέγεθος [image: ], η ελαστικότητα κλίμακας (ή αποδόσεις κλίμακας ) ισούται με την μονάδα (RTS=1). Αυτό ισχύει διότι η ελαστικότητα κλίμακας για οποιαδήποτε ποσότητας εισροής, [image: ] ορίζεται ως:

			[image: ] 

			(10)

			όπου [image: ]είναι η πρώτη παράγωγος της συνάρτησης παραγωγής [image: ]. Στο άριστο μέγεθος [image: ], η μέση παραγωγικότητα [image: ] φθάνει στο μέγιστο. Συνεπώς, η συνθήκη πρώτης τάξης για μέγιστο απαιτεί:

			[image: ]

			(11)

			Με βάση την σχέση (6), αυτό συνεπάγεται ότι [image: ].  Για οποιαδήποτε άλλη ποσότητα εισροής, η ελαστικότητα κλίμακας είναι είτε μικρότερη είτε μεγαλύτερη από την μονάδα.  Δηλαδή, γα κάθε [image: ], [image: ] αλλά [image: ].  Κατά συνέπεια, παραγωγικές μονάδες που εμφανίζουν είτε αύξουσες (RTS>1) είτε φθίνουσες αποδόσεις κλίμακας (RTS<1) εμφανίζουν και αναποτελεσματικότητα κλίμακας.

			Θα πρέπει και πάλι να υπογραμμισθεί, οτι η αποτελεσματικότητα κλίμακας προκύπτει συγκρίνοντας την μέση παραγωγικότητα ενός σημείου επάνω στο όριο παραγωγικών δυνατοτήτων προς την (μέγιστη) μέση παραγωγικότητα του αρίστου μεγέθους, MPSS.  Συνεπώς, για να μετρήσουμε την αποτελεσματικότητα κλίμακας μιας παραγωγικής μονάδας που λειτουργεί κάτω από το όριο παραγωγικών δυνατοτήτων (και άρα είναι τεχνικά αναποτελεσματική) θα πρέπει πρώτα να υπολογίσουμε τον βαθμό της τεχνικής της αποτελεσματικότητας.  Σε όρους του Σχήματος 9.3, έστω ότι μια παραγωγική μονάδα απασχολεί ποσότητα εισροής [image: ] και παράγει ποσότητα προϊόντος [image: ].  Δηλαδή, γεωμετρικά, η λειτουργία της δίνεται από το σημείο Α.  Για να μετρήσουμε την αποτελεσματικότητα κλίμακας της μονάδας αυτής, θα πρέπει πρωτα να προβάλλουμε το σημείο Α επάνω στο όριο παραγωγικών δυνατοτήτων, δηλαδή, στην καμπύλη παραγωγής Οf(x). Δεδομένου ότι η προβολή αυτή μπορεί να γίνει χρησιμοποιώντας ως σημείο αναφοράς είτε, α) την ποσότητα της χρησιμοποιουμένης εισροής, είτε β) την ποσότητα της παραγόμενης εκροής προκύπτουν δύο εναλλακτικές μετρήσεις της αποτελεσματικότητας κλίμακας. Έτσι, μπορούμε να προβάλλουμε το σημείο Α στο σημείο Β με βάση την τεχνική αποτελεσματικότητα εισροών. Στην συνέχεια, μπορούμε να συγκρίνουμε την μέση παραγωγικότητα του σημείου Β με αυτή του αρίστου μεγέθους στο σημείο C.  Με τον τρόπο αυτό προκύπτει η αποτελεσματικότητα κλίμακας ως προς τις εισροές (input-oriented scale efficiency- ISE) του σημείου Α ως ο λόγος:

			[image: ] 

			(12)

			Δηλαδη, η αποτελεσματικότητα κλίμακας ως προς τις εκροές [image: ] δείχνει το ποσοστό της εξοικονόμησης εισροών που μια παραγωγική μονάδα, η οποία λειτουργεί τεχνικώς αποτελεσματικά, θα μπορούσε να επιτύχει προσαρμόζοντας το μέγεθός της ούτως ώστε να μεγιστοποιεί το μέσο παραγόμενο προϊόν για τη δεδομένη τεχνολογία παραγωγής.

			Εναλλακτικά, μπορούμε να προβάλλουμε το σημείο Α στο σημείο D με βάση την τεχνική αποτελεσματικότητα εκροών. Στην συνέχεια, μπορούμε να συγκρίνουμε την μέση παραγωγικότητα του σημείου D με αυτή του αρίστου μεγέθους στο σημείο C. Με τον τρόπο αυτό, προκύπτει η αποτελεσματικότητα κλίμακας ως προς τις εκροές (output-oriented scale efficiency- OSE) του σημείου Α ως ο λόγος: 

			[image: ] 

			(13)

			Δηλαδή, η αποτελεσματικότητα μεγέθους ως προς τις εκροές [image: ] δείχνει το ποσοστό του επιπλέον προϊόντος που μια παραγωγική μονάδα, η οποία λειτουργεί τεχνικώς αποτελεσματικά, θα μπορούσε να επιτύχει προσαρμόζοντας το μέγεθός της ούτως ώστε να μεγιστοποιεί το μέσο παραγόμενο προϊόν  για τη δεδομένη τεχνολογία παραγωγής.

			Βεβαίως, στην πιο ρεαλιστική περίπτωση μιας παραγωγικής μονάδας που απασχολεί περισσότερες από μία εισροές για την παραγωγή μιας εκροής, η έννοια της μέσης παραγωγικότητας [image: ] είναι προβληματική. Παρ’ όλα αυτά, μπορούμε να θεωρήσουμε τον συνδυασμό εισροών που η μονάδα αυτή χρησιμοποιεί ώς μια σύνθετη εισροή, x και  να λάβουμε υπόψη στην ανάλυσή μας, αναλογικές μεταβολές του συνδυασμού x, δηλαδή, μεταβολές οι οποίες αφήνουν αμετάβλητο το μίγμα των συστατικών του συνδυασμού αυτού. Με το τρόπο αυτό, η αποτελεσματικότητα κλίμακας μπορεί να μελετηθεί όπως και στην απλή περίπτωση της μιας εισροής χρησιμοποιώντας στην θέση μέσης παραγωγικότητας [image: ] την «αναλογική» μέση παραγωγικότητα του συνδυασμού x, [image: ] (ray average productivity).

			Mε βάση τα παραπάνω, είναι φανερό ότι η μέτρηση τόσο της τεχνικής αποτελεσματικότητας όσο και της αποτελεσματικότητας κλίμακας απαιτεί να γνωρίζουμε το όριο της τεχνολογίας παραγωγής ως προς το οποίο γίνονται οι μετρήσεις αυτές. Έτσι, πρωταρχικός στόχος στην εφαρμοσμένη έρευνα μέτρησης της αποτελεσματικότητας είναι ο προσδιορισμός του εν δυνάμει ορίου της τεχνολογίας παραγωγής – είτε με την μορφή της καμπύλης ισοπαραγωγής είτε με την μορφή της καμπύλης παραγωγικών δυνατοτήτων – χρησιμοποιώντας στατιστικά στοιχεία (δηλαδή, τις παρατηρούμενες ποσότητες χρησιμοποιούμενων εισροών και παραγομένων εκροών ενός δείγματος παραγωγικών μονάδων).  Με βάση το τρόπο εκτίμησης του ορίου της τεχνολογίας παραγωγής, η εφαρμοσμένη έρευνα μέτρησης της αποτελεσματικότητας χωρίζεται σε δύο βασικές κατηγορίες: 

			
					στην παραμετρική προσέγγιση η οποία χρησιμοποιεί οικονομετρικές τεχνικές για την εκτίμηση του ορίου της τεχνολογίας παραγωγής34 και 

					στην μη-παραμετρική προσέγγιση που χρησιμοποιεί τεχνικές γραμμικού προγραμματισμού για τον προσδιορισμού του ορίου αυτού.

			

			Στο πλαίσιο του παρόντος κεφαλαίου, υιοθετείται η μη-παραμετρική προσέγγιση για τον προσδιορισμό του εν δυνάμει ορίου της τεχνολογίας παραγωγής. Συγκεκριμένα, χρησιμοποιείται η καθιερωμένη στο πεδίο της σύγχρονης οικονομικής έρευνας, μέθοδος DEA (Data Envelopment Analysis) μέσω της οποίας κατασκευάζεται μια γραμμική προσέγγιση του εν δυνάμει ορίου τεχνολογίας παραγωγής (είτε με την μορφή της καμπύλης ισοπαραγωγής είτε με την μορφή της καμπύλης παραγωγικών δυνατοτήτων). Μια επισκόπηση της μεθοδολογίας DEA παρουσιάζεται στην ενότητα που ακολουθεί.

			[image: ]

			Σχήμα 9.4 Αποτελεσματικότητα κλίμακας.

			9.3 Η Μεθοδολογία D.E.A. (Data Envelopment Analysis)35

			9.3.1 Το υπόδειγμα DEA με σταθερές αποδόσεις κλίμακας (CRS –DEA)

			Το αρχικό υπόδειγμα DEA αναπτύχθηκε για τεχνολογίες παραγωγής που χαρακτηρίζονται από σταθερές αποδόσεις κλίμακας (constant returns to scale – CRS) και είναι επίσης γνωστό ως υπόδειγμα CCR (καθ’ οσον αναπτύχθηκε από τους Charnes, Cooper και Rhodes, 1978). Για να γίνει κατανοητή η λογική (rationale) της μεθόδου DEA, ας υποθέσουμε ότι υπάρχουν διαθέσιμα στοιχεία για Ν παραγωγικές μονάδες καθεμία από τις οποίες χρησιμοποιεί Κ εισροές για να παράγει Μ εκροές μέσω μιας τεχνολογίας παραγωγής σταθερών αποδόσεων κλίμακας. Το διάνυσμα εικροών της παραγωγικής μονάδας i συμβολίζεται με yI  και το αντίστοιχο διάνυσμα εισροών με xx. Οι εισροές όλων μαζί των παραγωγικών μονάδων περιλαμβάνονται στον πίνακα X, διαστάσεων (ΚxΝ), και όλων των εκροών στον πίνακα Υ, διαστάσεων (ΜxΝ).  Στην βιβλιογραφία της μεθόδου DEA, οι παραγωγικές μονάδες ονομάζονται «Μονάδες Λήψης Αποφάσεων» ή DMU (Decision Making Units) για να υπογραμμίσουν το γεγονός ότι η μεθοδολογία αυτή δεν περιορίζεται μόνο σε οικονομικές μονάδες (επιχειρήσεις) αλλά είναι εξίσου κατάλληλη για την μελέτη της αποτελεσματικότητας οποιασδήποτε μορφής παραγωγικών μονάδων που μετασχηματίζουν κάθε λογής «εισροές» σε κάθε λογής «εκροές». 

			Εφόσον υπάρχουν Κ εισροές και Μ εκροές σε κάθε DMU, ο υπολογισμός της τεχνικής αποτελεσματικότητας μέσω του λόγου «εισροές/εκροές» παρουσιάζει εμφανείς δυσκολίες εφαρμογής. Οι διαφορετικές εισροές (εκροές) πρέπει να ομαδοποιηθούν σε μία μόνο ποσότητα εισροής (εκροής). Μια προφανής λύση θα ήταν βέβαια να μετρηθεί η τεχνική αποτελεσματικότητα καθεμίας DMU χρησιμοποιώντας τον λόγο του σταθμισμένου αθροίσματος των εκροών προς το σταθμισμένο αθροίσμα των εισροών χρησιμοποιώντας τους ίδιους συντελεστές βαρύτητας (weights) για τις εισροές και εκροές όλων των εξεταζόμενων DMU. Αυτό ωστόσο δημιουργεί δύο σημαντικά προβλήματα. Πρώτον, δεν υπάρχει ένα αντικριμενικό κριτήριο επιλογής των κοινών αυτών συντελεστών βαρύτητας και δεύτερον, θα ήταν ρεαλιστικό να υποθέσει κανείς ότι οι διάφορες DMU αξιολογούν τις εισροές (εκροές) τους διαφορετικά, έχουν δηλαδή γι’ αυτές διαφορετική σημασία πράγμα που θα απαιτούσε διαφορετικούς συντελεστές βαρύτητας για κάθε μία DMU.  Η μέθοδος DEA, αναγνωρίζοντας τα δύο αυτά προβλήματα επιλέγει για την κάθε DMU εκείνους τους συντελεστές βαρύτητας που την τοποθετούν στην πλέον ευνοϊκή θέση σε σύγκριση με τις υπόλοιπες DMU.  

			Έτσι στο πλαίσιο της μεθόδου DEA, η τεχνική αποτελεσματικότητα (ΤΕ) μιας DMU, έστω i, προκύπτει ως η λύση του παρακάτω προβλήματος γραμμικού προγραμματισμού:

			[image: ]

			Οι μεταβλητές επιλογής του προβλήματος αυτού είναι οι συντελεστές βαρύτητας για την  ομαδοποίηση των επιμέρους εισροών της i-DMU. Σε αυστηρά μαθηματική διατύπωση, το παραπάνω πρόβλημα γράφεται ως εξής (Υπόδειγμα 9.1):

			[image: ]    

			όπου u, v είναι οι συντελεστές βαρύτητας για την ομαδοποίηση των εκροών και εισροών, αντίστοιχα. Να σημειωθεί ότι οι μεταβλητές επιλογής u και v ορίζονται ως θετικές ποσότητες ή το πολύ μηδενικές ούτως ώστε να αποφευχθεί το ενδεχόμενο να αγνοηθεί η συμβολή κάποιας εισροής (εκροής) στον υπολογισμό της αποτελεσματικότητας της i-DMU.

			Εάν ο βαθμός της τεχνικής αποτελεσματικότητας μιας συγκεκριμένης DMU είναι ίσος με την μονάδα τότε η εν λόγω DMU χρησιμοποιεί την τεχνολογία παραγωγής με τρόπο αποτελεσματικό σε σχέση με τις υπόλοιπες DMUs που χρησιμοποιούν την ίδια τεχνολογία παραγωγής.  Εάν ωστόσο ο βαθμός της τεχνικής της αποτελεσματικότητας είναι μικρότερος της μονάδας, αυτό σημαίνει ότι κάποιες άλλες DMUs είναι περισσότερο αποτελεσματικές ακόμη και όταν οι συντελεστές βαρύτητας για την ομαδοποίηση των εισροών της συγκεκριμένης DMU επιλέγονται έτσι ώστε να μεγιστοποιείται ο βαθμός της τεχνικής της αποτελεσματικότητας.

			Το παραπάνω πρόβλημα μεγιστοποίησης της τεχνικής αποτελεσματικότητας της i-DMU είναι διατυπωμένο με την μορφή λόγων και επομένως, θα πρέπει πρώτα να μετατραπεί σε γραμμική μορφή ούτως ώστε να μπορεί να επιλυθεί με την μέθοδο του γραμμικού προγραμματισμού36. Αυτή η μετατροπή ωστόσο είναι εύκολη γιατί όταν μεγιστοποιεί κανείς ένα λόγο, εκείνο που ενδιαφέρει τελικά είναι το σχετικό μέγεθος του αριθμητή προς τον παρανομαστή και όχι οι απόλυτες τιμές τους.  Συνεπώς, η μεγιστοποίηση ενός λόγου μπορεί να επιτευχθεί θέτοντας τον παρανομαστή ίσο με κάποια σταθερή τιμή και μεγιστοποιώντας τον αριθμητή. Εάν λοιπόν επιβάλλουμε τον περιορισμό [image: ] προκύπτει η εξής γραμμική μορφή του υποδείγματος CRS-DEA (Υπόδειγμα 9.1) μεγιστοποίησης (Υπόδειγμα 9.2):

			[image: ] 

			όπου οι συντελεστές βαρύτητας συμβολίζονται πλέον με μ και ν αντί των u και v για να υπογραμμισθεί το γεγονός ότι το Υπόδειγμα 9.2 είναι ένα διαφορετικό πρόβλημα γραμμικού προγραμματισμού από αυτό του Υποδείγματος 9.1. Προς αποφυγεί σύγχυσης, αξίζει να αναφέρουμε πως στην περίπτωση χρήσης των μ και ν, το ν αναφέρεται στο ελληνικό γράμμα ενώ στην περίπτωση χρήσης των u και v, το v αναφέρεται στο γράμμα v του αγγλικού αλφαβήτου. 

			Η δεύτερη μετατροπή στο αρχικό υπόδειγμα CRS-DEA πριν αυτό λάβει την τελική μορφή του έχει να κάνει με τη μείωση του αριθμού των περιορισμών στο ελάχιστο δυνατό. Είναι γνωστό ότι για κάθε πρωτεύον πρόβλημα γραμμικού προγραμματισμού μπορούμε να διατυπώσουμε το αντίστοιχο δυϊκό πρόβλημα, χρησιμοποιώντας τα ίδια στατιστικά στοιχεία. Η λύση είτε του πρωτεύοντος είτε του δυϊκού προβλήματος δίνει την ίδια πληροφόρηση όσον αφορά τον υπολογισμό της αποτελεσματικότητας. Υπενθυμίζουμε ότι το δυϊκό πρόβλημα σχηματίζεται αντιστοιχώντας μια νέα μεταβλητή (dual variable) σε κάθε περιορισμό του πρωτεύοντος και αναπτύσσοντας ένα νέο πρόβλημα (το δυϊκό) ως προς τις νέες αυτές μεταβλητές.  

			Το υπόδειγμα CRS-DEA ως πρόβλημα γραμμικού προγραμματισμού έχει και αυτό το αντίστοιχο δυϊκό που γράφεται ως εξής (Υπόδειγμα 9.3):

			[image: ] 

			όπου θ είναι μία παράμετρος και λ το διαστάσεων (Νx1) διάνυσμα των νέων (δυϊκών) μεταβλητών.  

			Το Υπόδειγμα 9.3, είναι τελικά αυτό που χρησιμοποιείται στις εφαρμοσμένη οικονομική έρευνα. Ο λόγος είναι ότι το πρωτεύον πρόβλημα υπόκειται σε (Ν+1) περιορισμούς ενώ το δυϊκό σε (Κ+Μ) περιορισμούς. Δεδομένου ότι ο αριθμός Ν των εξεταζόμενων DMU είναι κατά κανόνα πολύ μεγαλύτερος από των αριθμό εκροών Μ και εισροών Κ που αυτές χρησιμοποιούν, το δυϊκό πρόβλημα υπόκειται σε πολύ λιγότερους περιορισμούς απ’ ότι το πρωτεύον πρόβλημα. Στα προβλήματα γραμμικού προγραμματισμού, όπως έχει γίνει σαφές από τα προηγούμενα κεφάλαια, όσο λιγότεροι είναι οι περιορισμοί τόσο ευκολότερη είναι και η επίλυσή τους. Το δυϊκό πρόβλημα ελαχιστοποίησης πρέπει να επιλυθεί Ν φορές, δηλαδή, για κάθε μια DMU του εξεταζόμενου δείγματος.  Η τιμή της παραμέτρου θ που προκύπτει κάθε φορά από την λύση αντιστοιχεί στο βαθμό της τεχνικής αποτελεσματικότητας εισροών, ΤΕΙ, της συγκεκριμένης παραγωγικής μονάδας.

			Οι εκτιμήσεις ΤΕΙ που προκύπτουν με αυτό τον τρόπο μπορουν να κατανοηθούν καλύτερα με την βοήθεια του Σχήματος 9.5α που απεικονίζει την απλή περίπτωση μιας τεχνολογίας δύο εισροών και μιας εκροής. Η επίλυση του δυϊκού προβλήματος ελαχιστοποίησης, προσδιορίζει στην ουσία την γραμμική προσέγγιση SS’ μια καμπύλης ισοπαραγωγής. Τα σημεία C και D παριστάνουν παραγωγικές μονάδες που είναι τεχνικά αποτελεσματικές (και συνεπώς προσδιορίζουν το όριο της τεχνολογίας παραγωγής) ενώ το σημείο Β παριστάνει μια αναποτελεσματική μονάδα. Η επίλυση του δυϊκού προβλήματος για την μονάδα Β δίνει τον βαθμό τεχνικής αποτελεσματικότητας εισροών [image: ].

			Για την μέτρηση της τεχνικής αποτελεσματικότητας εκροών ΤΕΟ το δυϊκό υπόδειγμα CRS-DEA γράφεται ως εξής (Υπόδειγμα 9.4):

			[image: ]

			όπου [image: ] και [image: ] είναι η αναλογική αύξηση των εκροών που θα μπορούσε να επιτύχει μια DMU κρατώντας τις ποσότητες εισροών σταθερές. Ο βαθμός τεχνικής αποτελεσματικότητας εκροών ΤΕΟ δινεται από τον λόγο [image: ]. Οι εκτιμήσεις ΤΕΟ που προκύπτουν με αυτό τον τρόπο μπορουν να κατανοηθούν καλύτερα με την βοήθεια του Σχήματος 9.5β που απεικονίζει την απλή περίπτωση μιας τεχνολογίας δύο εκροών.  Η επίλυση του προβλήματος για την μέτρηση της τεχνικής αποτελεσματικότητας εκροών ΤΕΟ, προσδιορίζει στην ουσία την γραμμική προσέγγιση ΡΡ’ μια καμπύλης παραγωγικών δυνατοτήτων. Τα σημεία Α και D παριστάνουν παραγωγικές μονάδες που είναι τεχνικά αποτελεσματικές (και συνεπώς προσδιορίζουν το όριο της τεχνολογίας παραγωγής) ενώ το σημείο Ρ παριστάνει μια αναποτελεσματική μονάδα. Η επίλυση του για την μονάδα Ρ δίνει τον βαθμό τεχνικής αποτελεσματικότητας εκροών, [image: ].

			Θα πρέπει να σημειωθεί ότι επειδή η προσέγγιση του ορίου της τεχνολογίας που κατασκεύαζει η μέθοδος DEA είναι μια τεθλασμένη γραμμή (ή μια τεθλασμένη υπερ-επιφάνεια στην περίπτωση τεχνολογιών με πολλαπλές εισροές/εκροές) αυτό μπορεί να προκαλέσει δυσκολίες στην μέτρηση της αποτελεσματικότητας ορισμένων παραγωγικών μονάδων. Το πρόβλημα παρουσιάζεται όταν το προβαλόμενο σημείο μιας παραγωγικής μονάδας (επάνω στο όριο της τεχνολογίας) βρίσκεται στο οριζόντιο ή στο κάθετο τμήμα της τεθλασμένης γραμμής που παριστάνει το όριο της τεχνολογίας. Για παράδειγμα η ΤΕΙ της μονάδας Α στο Σχήμα 9.5 (α) είναι [image: ], αλλά το προβαλόμενο σημείο Α’ επάνω στο όριο της τεχνολογίας είναι αμφίβολο εάν αποτελεί ένα τεχνικά αποτελεσματικό σημείο: σημειώστε ότι θα μπορούσαμε να μειώσουμε την ποσότητα της χρησιμοποιούμενης εισροής x2 κατά το ποσό CA’ και να εξακολουθήσουμε να παράγουμε την ίδια ποσότητα εκροής.  Στην περίπτωση αυτή, λέμε ότι υπάρχει «χαλάρωση» εισροών (input slack) ίση με CA’ όσον αφορά την εισροή x2.  Ομοίως, η ΤΕΟ της μονάδας Ρ στο Σχήμα 9.5(β) είναι [image: ], αλλά το προβαλόμενο σημείο Ρ’ επάνω στο όριο της τεχνολογίας είναι αμφίβολο εάν αποτελεί ένα τεχνικά αποτελεσματικό σημείο. Σημειώστε ότι, θα μπορούσαμε να αυξήσουμε την ποσότητα της παραγόμενης εκροής y1 κατά το ποσό AP’ χωρίς να χρησιμοποιήσουμε παραπάνω εισροές. Στην περίπτωση αυτή, λέμε ότι υπάρχει «χαλάρωση» εκροών (output slack) ίση με ΑΡ’ όσον αφορά την εκροή y1.  Για την αντιμετώπιση του πρoβλήματος που εισάγουν αυτές οι «χαλαρώσεις» στη μέτρηση της τεχνικής αποτελεσματικότητας εφαρμόζεται είτε η τεχνική «DEA δύο σταδίων» (two-stage DEA) είτε η τεχνική «πολυ-σταδιακή DEA» (multi-stage DEA).  Για περισσότερες λεπτομέρειες, βλέπε Coelli, Rao και Battese (2005), σελίδες 175-176.

			[image: ]

			Σχήμα 9.5  «Χαλαρώσεις» (slacks) εισροών και εκροών.

			9.3.2  Το υπόδειγμα DEA με μεταβλητές αποδόσεις κλίμακας (VRS – DEA)

			Το υπόδειγμα CRS-DEA που παρουσιάσαμε στην προηγούμενη ενότητα, (Υπόδειγμα 9.1), στηρίζεται στη υπόθεση ότι η τεχνολογία παραγωγής χαρακτηρίζεται από σταθερές αποδόσεις κλίμακας. Ωστόσο η υπόθεση αυτή είναι κατάλληλη μόνο όταν όλες οι εξεταζόμενες DMU λειτουργούν πράγματι με το βέλτιστο μέγεθος και επομένως, δεν αντιμετωπίζουν προβλήματα αναποτελεσματικότητας μεγέθους. Στις περισσότερες όμως περιπτώσεις θα ήταν πιο ρεαλιστικό να υποθέσει κανείς ότι ορισμένες (αν όχι όλες) από τις εξεταζόμενες DMU δεν λειτουργούν με το βέλτιστο μέγεθος. Η χρησιμοποίηση του υποδείγματος CRS-DEA στην περίπτωση αυτή οδηγεί σε εκτιμήσεις τεχνικής αποτελεσματικότητας μέρος των οποίων μπορεί να οφείλεται απλώς στο μέγεθος των DMU. Απαιτείται συνεπώς ένα υπόδειγμα που να λαμβάνει υπόψη του τεχνολογίες παραγωγής με μεταβλητές αποδόσεις κλίμακας.

			Το υπόδειγμα CRS-DEA μπορεί να τροποποιηθεί ώστε να λάβει υπόψιν μεταβλητές αποδόσεις κλίμακας. Στο τροποποιημένο αυτό υπόδειγμα, που αναπτύχθηκε από τους Banker, Charnes και Cooper (1984) -γι’ αυτό και ονομάζεται επίσης υπόδειγμα BCC- απαιτείται να προστεθεί ο περιορισμός κυρτότητας [image: ]. Επομένως, το υπόδειγμα VRS-DEA μπορεί να γραφεί ως εξής (Υπόδειγμα 9.5):

			[image: ]

			όπου Ν1 είναι το διαστάσεων (Νx1) διάνυσμα (1,1,…,1).  Το υπόδειγμα VRS-DEA (Υπόδειγμα 9.5), κατασκευάζει στην ουσία ένα κυρτό περίβλημα διατεμνομένων επιφανειών το οποίο περικλείει τις παρατηρήσεις του εξεταζόμενου δείγματος πιο «σφιχτά» απ΄ ότι το αυτό του υποδείγματος CRS-DEA.37 Συνεπώς, οι εκτιμήσεις της τεχνικής αποτελεσματικότητας που προκύπτουν (δηλαδή οι τιμές της παραμέτρου θ) είναι μεγαλύτερες ή το πολύ ίσες με εκείνες του υποδείγματος CRS - DEA.  

			O περιορισμός κυρτότητας [image: ] εξασφαλίζει ότι μια αναποτελεσματική DMU έχει ως πρότυπα αποτελεσματικές DMU παρομοίου μεγέθους. Αυτό συμβαίνει διότι το εν δυνάμει όριο της τεχνολογίας παραγωγής είναι τώρα ένα κυρτό περίβλημα και συνεπώς, το προβαλλόμενο σημείο μιας αναποτελεσματικής DMU επάνω στο περίβλημα αυτό είναι κι αυτό ένας κυρτός συνδυασμός. Αντίθετα, στο υπόδειγμα CRS-DEA, όπου δεν επιβάλλονται περιορισμοί κυρτότητας, είναι πιθανό αναποτελεσματικές DMU να έχουν ως πρότυπα αποτελεσματικές DMU πολύ διαφορετικού μεγέθους. Για αυτό τον λόγο, και στην περίπτωση αυτή οι συντελεστές βαρύτητας λ αθροίζονται σε μια τιμή μεγαλύτερη (ή μικρότερη) της μονάδας. 

			Τέλος, το υπόδειγμα CRS-DEA μπορεί να τροποποιηθεί ούτως ώστε να λαμβάνει υπόψη του μη-αύξουσες αποδόσεις κλίμακας (non-increasing returns to scale-NIRS).  Αυτό που απαιτείται στην περίπτωση αυτή είναι να αντικατασταθεί ο περιορισμός κυρτότητας [image: ] με τον περιορισμό [image: ]. Άρα, το σχετικό υπόδειγμα μπορεί να γραφεί ως εξής (Fare, Grosskopf και Logan, 1985) (Υπόδειγμα 9.6):

			[image: ]

			Οι δύο αυτές επεκτάσεις του υποδείγματος CRS-DEA (Υπόδειγμα 9.1) χρησιμεύουν η μεν πρώτη, για την μέτρηση της αποτελεσματικότητας μεγέθους, ενώ η δεύτερη (Υπόδειγμα 9.5), για την εξακρίβωση της φύσεως των οικονομιών κλίμακας (εάν δηλαδή πρόκειται για φθίνουσες ή αύξουσες οικονομίες κλίμακας). 

			Το παραπάνω μπορεί να εξηγηθεί καλύτερα με την βοήθεια του Σχήματος 9.6 που απεικονίζει την απλή περίπτωση μιας τεχνολογίας παραγωγής που χρησιμοποιεί μια εισροή για την παραγωγή μιας εκροής.  Για μια αναποτελεσματική DMU που λειτουργεί στο σημείο Ρ, ο βαθμός της τεχνικής αποτελεσματικότητα εισροών υπολογίζεται από την απόσταση PPC  όταν η τεχνολογία παραγωγής χαρακτηρίζεται από σταθερές αποδόσεις κλίμακας και το εν δυνάμει όριο της συνάρτησης παραγωγής δίνεται από την ευθεία OR.  Εάν ωστόσο, η τεχνολογία χαρακτηρίζεται από μεταβλητές αποδόσεις κλίμακας και το εν δυνάμει όριο της συνάρτησης παραγωγής δίνεται από την τεθλασμένη γραμμή PVR, ο βαθμός της τεχνικής αποτελεσματικότητα εισροών υπολογίζεται από την απόσταση PPV. Η διαφορά PPC–PPV=PCPV , αντιστοιχεί σε αναποτελεσματικότητα μεγέθους.  

			Οι μετρήσεις αυτές μπορούν να εκφρασθούν και ως ποσοστά με την μορφή των παρακάτω λόγων:
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			(14)

			[image: ] 

			(15)
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			(16)

			Επιπλέον μπορεί κανείς εύκολα να διαπιστώσει ότι:

			[image: ]

			(17) 

			δηλαδή ο βαθμός της τεχνικής αποτελεσματικότητας υπό σταθερές αποδόσεις κλίμακας ισούται με το γινόμενου του βαθμού της τεχνικής αποτελεσματικότητας υπό μεταβλητές αποδόσεις κλίμακας και του βαθμού της αποτελεσματικότητας μεγέθους.  

			Η φύση των αποδόσεων κλίμακας (εάν, δηλαδή, πρόκειται για αύξουσες ή φθίνουσες αποδόσεις) εξακριβώνεται εκτιμώντας το Υπόδειγμα 9.5. Εάν για μια συγκεκριμένη DMU ο βαθμός της τεχνικής αποτελεσματικότητας που υπολογίζεται βάσει της υπόθεσης των μη-αυξουσών αποδόσεων κλίμακας διαφέρει από το βαθμό της τεχνικής αποτελεσματικότητας που υπολογίζεται βάσει της υπόθεσης των μεταβλητών αποδόσεων κλίμακας (όπως η περίπτωση του σημείου Ρ στο Σχήμα 9.6 τότε η τεχνολογία παραγωγής της συγκεκριμένης DMU χαρακτηρίζεται από αύξουσες αποδόσεις κλίμακας. Εάν ωστόσο ισχύει πως ΤΕΝΙΡΣ= ΤΕΩΡΣ (όπως η περίπτωση του σημείου Q) τότε η τεχνολογία παραγωγής της αντίστοιχης DMU χαρακτηρίζεται από φθίνουσες αποδόσεις κλίμακας. Από την άλλη πλευρά, εάν ισχύει πως ΤΕCRS=TEVRS τότε η τεχνολογία παραγωγής χαρακτηρίζεται από σταθερές αποδόσεις κλίμακας. Επομένως, (και έχοντας ως βάση την τεχνική αποτελεσματικότητα εισροών, ΤΕΙ) ο έλεγχος της φύσης των αποδόσεων κλίμακας γίνεται εκτιμώντας κατά σειρά τα Υποδείγματα 9.3, 9.5 και 9.6 και συγκρίνοντας τους σχετικούς βαθμούς της αποτελεσματικότητας.

			Για την μέτρηση της τεχνικής αποτελεσματικότητας εκροών ΤΕΟ το υπόδειγμα VRS-DEA γράφεται ως εξής (Υπόδειγμα 9.7):

			[image: ]

			όπου [image: ], ([image: ]) είναι η αναλογική αύξηση των εκροών που θα μπορούσε να επιτύχει μια DMU κρατώντας τις ποσότητες εισροών σταθερές ενώ ο βαθμός τεχνικής αποτελεσματικότητας εκροών, ΤΕΟ δίνεται από τον λόγο [image: ].
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			Σχήμα 9.6  Τεχνική αποτελεσματικότητα και αποτελεσματικότητα   κλίμακας στο πλαίσιο της μεθόδου DEA.

			9.3.3  Επιλογή μεταξύ τεχνικής αποτελεσματικότητας εισροών (ΤΕΙ) και τεχνικής αποτελεσματικότητας εκροών (ΤΕΟ)

			Όπως προαναφέρθηκε η τεχνική αποτελεσματικότητα εισροών (ΤΕΙ) αναφέρεται στην αναλογική μείωση των ποσοτήτων των εισροών, κρατώντας τις ποσότητες των εκροών σταθερές ενώ, η τεχνική αποτελεσματικότητα εκροών (ΤΕΟ) αναφέρεται στην αναλογική αύξηση των ποσοτήτων των εκροών, κρατώντας τις ποσότητες των εισροών σταθερές. Οι δύο αυτές μετρήσεις της αποτελεσματικοτητας, δίνουν την ίδια τιμή μόνο στην περίπτωση τεχνολογιών παραγωγής με σταθερές αποδόσεις κλίμακας (CRS). Προκύπτει συνεπώς το ερώτημα με ποιο κριτήριο επιλέγει κανείς το είδος της τεχνικής αποτελεσματικότητας που χρησιμοποιεί σε μια εμπειρική εφαρμογή.  

			Στην σύγχρονη έρευνα μέτρησης της αποτελεσματικότητας, το κριτήριο που έχει επικρατήσει είναι να επιλέγεται το είδος της τεχνικής αποτελεσματικότητας με βάση το έάν μια παραγωγική μονάδα επηρεάζει πρωτίστως τις εισροές ή τις εκροές της. Στον αγροτικό τομέα για παράδειγμα, οι παραγωγικές μονάδες επηρεάζουν βασικά τις ποσότητες των εισροών τους από τις οποίες προσπαθούν να παράγουν όσο το δυνατόν μεγαλύτερες ποσότητες εκροών. Στην περίπτωση αυτή, η τεχνική αποτελεσματικότητα εκροών (ΤΕΟ) είναι περισσότερο κατάλληλη. Αντίθετα, σε άλλους παραγωγικούς κλάδους (για παράδειγμα σε ένα ολιγοπωλιακό κλάδο παραγωγής ηλεκτρικής ενέργειας), οι παραγωγικές μονάδες αποφασίζουν πρωτίστως τις ποσότητες εκροών που επιθυμούν να παράγουν και τις οποίες προσπαθούν στην συνέχεια να παράγουν με όσο το δυνατόν μικρότερες ποσότητες εισροών. Στην περίπτωση αυτή, η τεχνική αποτελεσματικότητα εισροών (ΤΕΙ) είναι περισσότερο κατάλληλη.

			Όταν χρησιμοποιούμε παραμετρικά (οικονομετρικά) υπόδείγματα για να εκτιμήσουμε το όριο μιας τεχνολογίας παραγωγής με μη-σταθερές αποδόσεις κλίμακας, τότε το εκτιμούμενο όριο (estimated frontier) που προκύπτει χρησιμοποιώντας ως σημείο αναφοράς τις εισροές διαφέρει από εκείνο που προκύπτει χρησιμποιώντας ως σημείο αναφοράς τις εκροές.  Όμως, το θέμα αυτό δεν υφίσταται στο πλαίσιο της μεθόδου DEA.  Τόσο τα υποδείγματα DEA που εκτιμούν τον βαθμό της τεχνικής αποτελεσματικότητας ως προς τις εισροές (ΤΕΙ) όσο και αυτά που εκτιμούν τον βαθμό της τεχνικής αποτελεσματικότητας ως προς τις εκροές (ΤΕΟ) υπολογίζουν το ίδιο ακριβώς εν δυνάμει όριο της τεχνολογίας παραγωγής και επομένως, εξ’ ορισμού, προσδιορίζουν τις ίδιες DMU ως αποτελεσματικές. Η μόνη διαφορά είναι πως οι τιμές του βαθμού της τεχνικής αποτελεσματικότητας των αναποτελεσματικών DMUs εμφανίζονται διαφοροποιημένες. Κατά συνέπεια, η επιλογή του είδους του υποδείγματος είναι ήσσονος σημασίας τουλάχιστον όσον αφορά στον προσδιορισμό των τεχνικά αποτελεσματικών DMUs.

			9.3.4  Πλεονεκτήματα και αδυναμίες της μεθοδολογίας DEA

			Το χαρακτηριστικό γνώρισμα της μεθόδου DEA είναι η δυνατότητα που παρέχει στο να επιλέγονται οι βέλτιστοι συντελεστές στάθμισης των εκροών και των εισροών. Αυτή η δυνατότητα επιλογής αποτελεί ένα μεγάλο πλεονέκτημα διότι εάν μια DMU αποδεικνύεται αναποτελεσματική ακόμη κι όταν έχουν χρησιμοποιηθεί οι πλέον ευνοϊκοί για αυτήν συντελεστές στάθμισης, αυτό εύρημα είναι δύσκολο να αμφισβητηθεί και το σύνηθες επιχείρημα ότι έχουν χρησιμοποιηθεί αυθαίρετοι συντελεστές στάθμισης  για την αξιολόγησή της δεν ευσταθεί. 

			Από την άλλη πλευρά, η μέθοδος DEA είναι ιδιαιτέρως κατάλληλη σε περιπτώσεις όπου κάποιες από τις εξεταζόμενες DMU χρησιμοποιούν διαφορετικές εισροές και παράγουν διαφορετικές εκροές ή σε περιπτώσεις που ορισμένες εισροές (εκροές) έχουν διαφορετική σημασία για διαφορετικές DMU. Ωστόσο, εάν θεωρήσει κανείς όλες τις εισροές (εκροές) κάθε DMU ως διαφορετικές από αυτές των υπολοίπων, τότε η μέθοδος DEA δεν μπορεί να εφαρμοστεί.  Διότι, εάν υποτεθεί ότι κάθε μια DMU χρησιμοποιεί εντελώς διαφορετικές εισροές ή ότι παράγει εντελώς διαφορετικές εκροές από τις υπόλοιπες, το αποτέλεσμα είναι προδιαγεγραμμένο καθώς όλες οι εξεταζόμενες DMU θα εμφανιστούν πλήρως αποτελεσματικές εφὀσον εκ προοιμίου γίνεται έμμεσα η υπόθεση ότι καθεμία είναι μοναδική.  Ως γενικότερη λοιπόν παρατήρηση, θα πρέπει να υπογραμμισθεί ότι στις εφαρμογές της μεθόδου DEA θα πρέπει να διαμορφώνει κανείς το κατάλληλο «μείγμα» μεταξύ της διαφορετικότητας της κάθε μίας DMU και της ανάγκης για κάποιες κοινές βάσεις σύγκρισης στον βαθμό που κάτι τέτοιο μπορεί να υπάρξει.

			Υπάρχουν ωστόσο κάποιες γενικές αρχές που ισχύουν και σχετίζονται με τον αριθμό των DMU από την μια πλευρά και του αριθμού των εισροών και των εκροών από άλλη (Coelli, Rao και Battese, 1998, σελ. 180-181):  

			
					ο βαθμός της τεχνικής αποτελεσματικότητας υπολογίζεται σε σχέση με τις καλύτερες παραγωγικές μονάδες του εξεταζόμενου δείγματος. Επομένως, η εισαγωγή στο δείγμα μιας επιπλέον μονάδας με υψηλή απόδοση ενδέχεται να οδηγήσει σε μείωση του βαθμού τεχνικής αποτελεσματικότητας ορισμένων μονάδων. Συνεπώς, η αποτελεσματικότητα των DMUs δεν αυξάνεται καθώς μεγαλώνει το μέγεθος του δείγματος των εξεταζόμενων DMUs.  

					η αποτελεσματικότητα των DMUs τείνει να αυξάνεται καθώς αυξάνει ο αριθμός των εισροών και των εκροών που συμπεριλαμβάνονται στην ανάλυση.  

					όταν ο αριθμός των εξεταζόμενων DMUs είναι σχετικά μικρός και ο αριθμός των εισροών και των εκροών που συμπεριλαμβάνονται στην ανάλυση μεγάλος, οι περισσότερες DMUs θα παρουσιάζεται ότι λειτουργούν αποτελεσματικά.  

					κατά την εκτίμηση της ΤΕΟ (ΤΕΙ) ο αριθμός των DMUs που λειτουργούν πλήρως αποτελεσματικά θα είναι τουλάχιστον ίσος με τον αριθμό των εισροών (εκροών) που συμπεριλαμβάνονται στην ανάλυση (Fare, Grosskopf και Lee, 1995).  

					όσο αυξάνει η ανομοιογένεια –ετερογένεια- των εξεταζόμενων DMUs τόσο αυξάνει και η πιθανότητα ένα μεγαλύτερο ποσοστό αυτών να εμφανίζεται ότι λειτουργούν αποτελεσματικά (Bauer κ.α., 1998).

			

			Τέλος, θα πρέπει να υπογραμμισθεί ότι η βασική διαφορά μεταξύ της παραμετρικής προσέγγισης (SFA) και της μεθοδολογίας DEA είναι ότι η πρώτη λαμβάνει υπόψη της την πιθανότητα ύπαρξης στατιστικού «θορύβου» (random noise) κατά την εκτίμηση του ορίου της τεχνολογίας παραγωγής ενώ η δεύτερη όχι. Με απλούστερα λόγια, η παραμετρική προσέγγιση κατασκευάζει ένα στοχαστικό εν δυνάμει όριο τεχνολογίας. Δίνεται έτσι η δυνατότητα, οι αποκλίσεις των παρατηρουμένων ποσοτήτων εισρόων (εκροών) από το στοχαστικό αυτό όριο να οφείλονται κατά ένα μέρος σε τυχαίους παράγοντες και κατά το υπόλοιπο, σε τεχνική αναποτελεσματικότητα. Αντίθετα η μέθοδος DEA, κατασκευάζει ένα μη-στοχαστικό εν δυνάμει όριο τεχνολογίας και οι αποκλίσεις των παρατηρουμένων ποσοτήτων εισρόων (εκροών) από αυτό το εν δυνάμει όριο αποδίδονται αποκλειστικά σε τεχνική αναποτελεσματικότητα.  Κατά συνέπεια, σε εφαρμογές όπου η παρουσία στατιστικού «θορύβου» είναι σημαντική οι τιμές (βαθμοί) τεχνικής αποτελεσματικότητας που δίνει η παραμετρική προσέγγιση ενδέχεται να είναι περισσότερο ακριβείς. 

			Πρακτικά, ο όρος στατιστικός «θόρυβος» χρησιμοποιείται για να περιγράψει την ύπαρξη λαθών μέτρησης στα χρησιμοποιόυμενα στατιστικά στοιχεία ή την επίδραση τυχαίων ή απρόβλεπτων παραγόντων επάνω στις τιμές των στατιστικών στοιχείων, (όπως λόγου χάρη, οι καιρικές συνθήκες, απεργίες κ.λ.π.). Στον βαθμό που οι προαναφερόμενοι τυχαίοι παράγοντες έχουν μικρή επίδραση ή επιδρούν περίπου ομοιόμορφα σε όλες τις εξεταζόμενες μονάδες ενός δείγματος, τότε το πρόβλήμα του στατιστικού «θορύβου» μπορεί, κατά περίπτωση, να θεωρηθεί ήσσονος σημασίας. Εξάλλου, θα πρέπει να υπογραμμισθεί ότι το πλεονέκτημα της παραμετρικής προσέγγισης όσον αφορά τον χειρισμό του θέματος του στατιστικού «θορύβου» ενδεχομένως αντισταθμίζεται από αντίστοιχες αδυναμίες. Συγκεκριμένα, στα παραμετρικά υποδείγματα η επιλογή των μαθηματικών συναρτήσεων που περιγράφουν τόσο το εν δυνάμει όριο της τεχνολογίας όσο και την κατανομή συχνότητας της τεχνική αποτελεσματικότητας εξακολουθεί να είναι αυθαίρετη (στην πράξη, για τον περιορισμό της αδυναμίας αυτής υιοθετούνται γενικής μορφής κατανομές συχνότητας για την τεχνική αποτελεσματικότητα και «εύκαμπτες» συναρτησιακές μορφές για το εν δυνάμει όριο της τεχνολογίας).  Επιπλέον, η απλούστερη δομή και η μεγαλύτερη ευκολία κατανόησης και υπολογισμού των υποδειγμάτων DEA προτάσσεται από πολλούς ερευνητές ως πλεονέκτημα σε σχέση με τον υψηλότερο βαθμό δυσκολίας που χαρακτηρίζει τόσο την κατανόηση όσο και την εκτίμηση παραμετρικών εν δυνάμει ορίων (parametric frontiers). 

			9.4 Ανάλυσης Περιβάλλουσας Δεδομένων (Data Envelopment Analysis –DEA-) με την χρήση του λογισμικού R

			9.4.1 Περιγραφή δεδομένων, εγκατάσταση του πακέτου Benchmarking και αποθήκευση αρχείου στον φάκελο δεδομένων του R

			Στην ενότητα αυτή θα παρουσιάσουμε την διαδικασία με την οποία μπορούμε να προβούμε σε μη-παραμετρική ανάλυση αποτελεσματικότητας εφαρμόζοντας την μεθοδολογία Data Envelopment Analysis (DEA) με την χρήση του λογισμικού R.

			Η εφαρμογή που πρόκειται να παρουσιαστεί παρακάτω, αφορά σε πραγματικά δεδομένα για 78 χώρες38 του κόσμου για το έτος 2010, την τεχνική αποτελεσματικότητα των οποίων πρόκειται να εκτιμήσουμε μέσω της μεθοδολογίας Data Envelopment Analysis. Από την Οικονομική Θεωρία και συγκεκριμένα την Θεωρία Παραγωγού, γνωρίζουμε ότι οι (βασικοί) συντελεστές παραγωγής είναι το κεφάλαιο, η εργασία και η ενέργεια οι οποίοι συνδυάζονται μέσω της τεχνολογίας παραγωγής της κάθε χώρας και παράγουν προϊόν, το οποίο στην περίπτωση των χωρών μπορεί να μετρηθεί μέσω του Ακαθάριστου Εγχώριου Προϊόντος (ΑΕΠ). 

			Προκειμένου να κάνουμε εκτίμηση της «παγκοσμίως» διαθέσιμης τεχνολογίας παραγωγής, δηλαδή της παγκόσμιας συνάρτησης παραγωγής, ώστε να μπορέσουμε να προσδιορίσουμε το επίπεδο της τεχνικής αποτελεσματικότητας της κάθε χώρας ξεχωριστά, θα πρέπει να συλλέξουμε δεδομένα για τις εισροές που χρησιμοποιεί η κάθε χώρα καθώς και για την εκροή που παράγει μέσω εξειδικευμένων βάσεων δεδομένων. 

			Πιο συγκεκριμένα, τα δεδομένα που αφορούν στο κεφάλαιο, στην εργασία, και στο ΑΕΠ της κάθε χώρας συλλέχθηκαν μέσω της βάσης δεδομένων Groningen Growth and Development Centre (GGDC), είναι σε σταθερές τιμές έτους βάσης 2005 και μετριούνται σε εκατομμύρια δολάρια Ηνωμένων Πολιτειών Αμερικής (US $), εκατομμύρια άτομα που εργάζονται (persons engaged) και εκατομμύρια δολάρια Ηνωμένων Πολιτειών Αμερικής (US $) αντίστοιχα. Τα δεδομένα για την ποσότητα της ενέργειας που χρησιμοποιούν οι χώρες αυτές συλλέχθηκαν από τον Διεθνή Οργανισμό Ενέργειας (International Energy Agency, IEA) και μετριέται σε κίλο τόνους ισοδύναμου πετρελαίου (ktoe).

			Προτού προβούμε σε ανάλυση αποτελεσματικότητας, θα πρέπει να εγκαταστήσουμε το κατάλληλο πακέτο στο λογισμικό R το οποίο περιλαμβάνει την συνάρτηση που εφαρμόζει την μεθοδολογία της  Data Envelopment Analysis. Το πακέτο αυτό λέγεται “Benchmarking” και μπορούμε να το εγκαταστήσουμε μέσω των παρακάτω εντολών: 

			install.packages(“Benchmarking”) ; library(Benchmarking)

			Πριν προχωρήσουμε παρακάτω, θα πρέπει να ακολουθήσουμε μια διαδικασία προετοιμασίας που αφορά τόσο στην τοποθέτηση του αρχείου στον κατάλληλο φάκελο του πακέτου όσο και στον τρόπο αποθήκευσης του χρησιμοποιώντας τον κατάλληλο τύπο αρχείου ώστε να είναι σε μορφή που να μπορεί να επεξεργαστεί από το R. 

			Σ’ αυτό το σημείο, θα πρέπει να αναφέρουμε ότι στον φάκελο «Έγγραφα» (Documents) έχει δημιουργηθεί ένας επιπλέον φάκελος με το όνομα R. Μέσα στον φάκελο αυτό υπάρχει ένας υπό-φάκελος με το όνομα “win-library” οποίος περιλαμβάνει όλα τα πακέτα που έχουν εγκατασταθεί στην συγκεκριμένη έκδοση του R που έχει εγκατασταθεί (π.χ. 3.0) στον συγκεκριμένο υπολογιστή. Μεταξύ αυτών, μπορείτε να βρείτε τα πακέτα “lpSolve” και “linprog” καθώς και το πακέτο “Benchmarking” που μόλις εγκαταστάθηκε. Μέσα στο πακέτο “Benchmarking”, αλλά και σε κάθε πακέτο, υπάρχουν επιπλέον υπό-φάκελοι. Ο φάκελος με το όνομα “data” να παρουσιάζει ιδιαίτερο ενδιαφέρον καθώς είναι ο φάκελος στον οποίο θα πρέπει να τοποθετήσουμε το αρχείο δεδομένων προκειμένου να το καλέσουμε μέσω του πακέτου “Benchmarking” ώστε να προβούμε στην ανάλυση περιβάλλουσας δεδομένων. Αυτή η διαδικασία θα πρέπει να ακολουθείται κάθε φορά που θα χρειάζεται να καλέσουμε κάποιο αρχείο δεδομένων και να το αναλύσουμε με κάποιο από τα διαθέσιμα πακέτα του λογισμικού R.

			Αναφορικά με τον τρόπο αποθήκευσης του αρχείου στον κατάλληλο τύπο, θα μπορούσαμε να πούμε ότι τα δεδομένα θα πρέπει να διαταχθούν και στην συνέχεια να αποθηκευτούν με πολύ συγκεκριμένο τρόπο προκειμένου να πάρουμε τα σωστά αποτελέσματα. Σ’ ένα νέο αρχείο MS Excel δημιουργούμε τις εξής στήλες όπως ακριβώς φαίνεται στην παρακάτω εικόνα (Εικόνα 9.1): 

			[image: ]

			Εικόνα 9.1 Διάταξη ορισμάτων για την δημιουργία του αρχείου.

			Η συγκεκριμένη διάταξη ερμηνεύεται ως εξής: η πρώτη στήλη (DMU, Decision Making Unit) αναφέρεται στην σειρά με την οποία εμφανίζονται οι μονάδες λήψης απόφασης στο σύνολο δεδομένων μας, οι στήλες xi αφορούν στις εισροές που έχουμε διαθέσιμες, αντιστοιχούν στην σειρά εμφάνισης τους στο σύνολο δεδομένων μας και δεν υπάρχει κάποιος περιορισμός στο πλήθος τους. Επίσης, η σειρά με την οποία εμφανίζονται δεν παίζει ρόλο αλλά στην περίπτωση που προβούμε σε πολλαπλές εκτιμήσεις (π.χ. για περισσότερα χρόνια) προτείνεται να έχουν την ίδια διάταξη. Στην προκειμένη περίπτωση έχουμε τρεις εισροές δηλαδή κεφάλαιο, εργασία, ενέργεια. Η στήλη y1 αναφέρεται στην εκροή, δηλαδή στο ΑΕΠ και πρέπει πάντοτε να είναι στο τέλος. 

			Παρακάτω (Εικόνα 9.2), φαίνεται η μορφή που θα έχει το αρχείο δεδομένων για τις 15 πρώτες χώρες του δείγματος39 (ο ενδιαφερόμενος αναγνώστης μπορεί να ανατρέξει στο αρχείο δεδομένων που συνοδεύει την ενότητα αυτή για περισσότερες λεπτομέρειες):

			[image: ]

			Εικόνα 9.2 Παράδειγμα εισαγωγής των δεδομένων.

			Εφόσον έχουμε διαμορφώσει το αρχείο κατά τρόπο συμβατό με το πακέτο, θα πρέπει να το αποθηκεύσουμε ως αρχείο κειμένου, δηλαδή με την κατάληξη .txt όπως φαίνεται παρακάτω (Εικόνα 9.3):

			[image: ]

			Εικόνα 9.3 Αποθηκεύοντας το νέο αρχείο.

			Θα πρέπει να δώσουμε ένα όνομα αντιπροσωπευτικό του περιεχομένου του αρχείου καθώς θα μας φανεί χρήσιμο στην πορεία της ανάλυσης. Στην προκειμένη περίπτωση, θα ονομάσουμε το αρχείο “data2010.txt”. Στην συνέχεια, όπως αναφέραμε παραπάνω, τοποθετούμε το αρχείο δεδομένων στον υπό-φάκελο “data” του πακέτου “Benchmarking”.

			Σημειώστε ότι είναι προτιμότερο να χρησιμοποιείται η αγγλική (εναλλακτικά η λατινική γραφή) γλώσσα τόσο για τις ονομασίες των αρχείων όσο και για τα σχόλια μέσα στο script καθώς, χωρίς την κατάλληλη ρύθμιση, τo R δεν θα μπορεί να επεξεργαστεί τους ελληνικούς χαρακτήρες κάτι το οποίο θα προκαλέσει των απώλεια των σχολίων που έχουν γίνει από την πλευρά του χρήστη κατά την ανάλυση.

			Έπειτα από την κατάλληλη προετοιμασία του συνόλου των δεδομένων, μπορούμε να συνεχίζουμε την ανάλυση μας εφαρμόζοντας τα υποδείγματα που παρουσιάστηκαν σε προηγούμενες ενότητες. Στις υπό-ενότητες που ακολουθούν, γίνεται εκτίμηση της αποτελεσματικότητας για την περίπτωση της εξοικονόμησης εισροών (input contraction orientation), με άλλα λόγια πόσο θα μπορούσε να μειωθεί η χρήση των εισροών με δεδομένο το επίπεδο παραγωγής (χωρίς να μειωθεί το παραγόμενο προϊόν, δηλαδή το ΑΕΠ) και την τεχνολογία παραγωγής. Η περίπτωση της επέκτασης προϊόντος (output augmentation) με δεδομένο το επίπεδο εισροών και την τεχνολογία παραγωγής, πραγματοποιείται με ανάλογο τρόπο μεταβάλλοντας κάποια από τα ορίσματα της συνάρτησης και παρότι αφήνεται ως άσκηση στον αναγνώστη, η παρουσίαση που θα ακολουθήσει καθοδηγεί τον ενδιαφερόμενο προς αυτή την κατεύθυνση.

			9.4.2 Φόρτωση αρχείου δεδομένων και ανάλυση αποτελεσματικότητας

			Αρχικά θα πρέπει να «φορτώσουμε» το αρχείο δεδομένων που δημιουργήσαμε και αποθηκεύσαμε παραπάνω χρησιμοποιώντας την εξής εντολή:

			data(data2010)

			Στην συνέχεια θα πρέπει να δημιουργήσουμε την μήτρα των εισροών και το διάνυσμα της εκροής χρησιμοποιώντας την εξής εντολή:

			x = matrix( c(data2010$x1, data2010$x2,data2010$x3), nrow=78,ncol=3)
y = matrix( c(data2010$y1), nrow=78,ncol=1)

			Το αποτέλεσμα που μας επιστρέφει το R αφού εκτελέσουμε τις παραπάνω εντολές είναι το ακόλουθο (Εικόνα 9.4):

			[image: ]

			Εικόνα 9.4 Εντολές για την χρήση του πακέτου και την εισαγωγή των δεδομένων στο R.

			Στο σημείο αυτό, θα πρέπει να δώσουμε κάποιες διευκρινήσεις σχετικά με τις παραπάνω εντολές. Η μήτρα x είναι η μήτρα των εισροών και στην συγκεκριμένη περίπτωση περιλαμβάνει 3 εισροές (x1, x2, x3) και αποτελείται από 78 γραμμές (όσες και οι μονάδες λήψης απόφασης του δείγματος μας) και φυσικά 3 στήλες (όσες οι εισροές). Αξίζει επίσης να αναφέρουμε, ότι για να δημιουργηθεί η μήτρα των εισροών, λέμε στο R να «ψάξει» στο αρχείο με το όνομα data2010, και από αυτό να «επιλέξει» τις μεταβλητές x1, x2, x3. Κάτι τέτοιο επιτυγχάνεται με το όρισμα [image: ] το οποίο δίνει την εντολή στο R να μεταβεί στο αρχείο με το όνομα data2010 και να επιλέξει την μεταβλητή xi. Η ίδια συλλογιστική ακολουθείται και στην περίπτωση του διανύσματος y. Τέλος, τα ορίσματα των παραπάνω εντολών θα πρέπει να χρησιμοποιούνται με την σειρά που παρουσιάζονται.

			Το επόμενο βήμα είναι να καλέσουμε την συνάρτηση dea(.) και να προβούμε σε ανάλυση αποτελεσματικότητας των μονάδων λήψης απόφασης του δείγματος μας. Πριν από αυτό όμως θα πρέπει να ορίσουμε το είδος των αποδόσεων κλίμακας καθώς και τον προσανατολισμό της ανάλυσης, δηλαδή αν μας ενδιαφέρει η μείωση των χρησιμοποιούμενων εισροών για δεδομένο επίπεδο παραγωγής (ΑΕΠ) και τεχνολογίας παραγωγής ή αν μας ενδιαφέρει η επέκταση της παραγωγής (ΑΕΠ) για δεδομένες τις ποσότητες των εισροών και την τεχνολογία παραγωγής. Η επιλογή του προσανατολισμού της ανάλυσης δεν θα πρέπει να προκαλεί σύγχυση, καθώς κάτι τέτοιο καθορίζεται από το εκάστοτε ερευνητικό ερώτημα. 

			Εδώ, θα χρησιμοποιήσουμε τον προσανατολισμό της συρρίκνωσης της χρήσης των εισροών (input contraction orientation, -in-)40 για δεδομένο επίπεδο παραγωγής και τεχνολογία ή με άλλα λόγια, πόσο θα μπορούσαμε να μειώσουμε τις εισροές που χρησιμοποιούμε σε σχέση με το βέλτιστο επίπεδο, για δεδομένη τεχνολογία παραγωγής, ώστε να παραμείνει η παραγωγή αμετάβλητή. Ο προσανατολισμός της επέκτασης προϊόντος (output expansion orientation -out-), αν και θα περιγραφεί και θα εξηγηθεί τόσο ερμηνευτικά όσο και σε επίπεδο εντολών, δεν θα παρουσιαστεί. 

			Τέλος, θα πρέπει να ορίσουμε το είδος των αποδόσεων κλίμακας (Returns To Scale -RTS-), οι οποίες μπορεί να είναι:

			
					σταθερές (constant returns to scale, crs)

					φθίνουσες (diminishing returns to scale, drs)

					αύξουσες (increasing returns to scale, irs)

					μεταβλητές (variable returns to scale, vrs)

			

			Παρακάτω, θα παρουσιάσουμε τις εκτιμήσεις της τεχνικής αποτελεσματικότητας των χωρών του δείγματος μας και για τις τέσσερεις παραπάνω κατηγορίες αποδόσεων κλίμακας για την περίπτωση του προσανατολισμού εξοικονόμησης εισροών και σε επόμενη ενότητα θα τις συγκρίνουμε μεταξύ τους.

			Για την περίπτωση που η τεχνολογία παραγωγής χαρακτηρίζεται από σταθερές αποδόσεις κλίμακας έχουμε:

			Για να προβούμε σε ανάλυση αποτελεσματικότητας και να μας επιστρέψει το R τα αποτελέσματα της εκτίμησης, δηλαδή την τεχνική αποτελεσματικότητα κάθε μονάδας λήψης απόφασης, θα πρέπει να χρησιμοποιήσουμε τις συναρτήσεις dea(.) και eff(.) ως εξής:

			te_crs=dea(x,y,RTS=”crs”, ORIENTATION=”in”)
eff(te_crs)

			Το αποτέλεσμα που παίρνουμε είναι το ακόλουθο (Εικόνα 9.5):

			[image: ]

			Εικόνα 9.5 Τεχνικές αποτελεσματικότητες για τις μονάδες του δείγματος μας για το έτος 2010.

			Κάθε ένας από τους αριθμούς αυτούς αντιστοιχεί στην τεχνική αποτελεσματικότητα καθεμιάς από τις 78 χώρες του δείγματος με την πρώτη γραμμή του παραπάνω πίνακα να εμφανίζει την τεχνική αποτελεσματικότητα των επτά πρώτων και την τελευταία να αφορά στην τελευταία χώρα του δείγματος μας. Όπως έχουμε αναφέρει, η τεχνική αποτελεσματικότητα παίρνει τιμές μεταξύ του μηδενός (για μια πλήρως αναποτελεσματική μονάδα λήψης απόφασης) και της μονάδας (για μια πλήρως αποτελεσματική μονάδα λήψης απόφασης) ενώ ερμηνευτικά, μια μονάδα λήψης απόφασης που εμφανίζει τεχνική αποτελεσματικότητα ίση με 0.539 σημαίνει ότι είναι κατά 0.461 μονάδες αναποτελεσματική στην χρήση των εισροών και για να γίνει πλήρως αποτελεσματική θα πρέπει αν μειώσει την χρήση των εισροών της κατά 46.1% για δεδομένη τεχνολογία παραγωγής και χωρίς να υπάρξει επίπτωση στο παραγόμενο προϊόν της.

			Μια έννοια ιδιαίτερα χρήσιμη στην βιβλιογραφία της ανάλυσης αποτελεσματικότητας και παραγωγικότητας, είναι η έννοια των ισάξιων μονάδων λήψης απόφασης ή αλλιώς peers. Με λίγα λόγια τα peers μιας μονάδας λήψης απόφασης είναι άλλες μονάδες λήψης απόφασης οι οποίες βρίσκονται «κοντά» της σε όρους απόστασης χρήσης παραγωγικών συντελεστών. 

			Για να υπολογίσουμε τα peers των χωρών του δείγματος μας, θα πρέπει να χρησιμοποιήσουμε την συνάρτηση peers(.) όπως φαίνεται παρακάτω (για λόγους παρουσίασης, θα εφαρμόσουμε την συνάρτηση t(.) η οποία μας επιστρέφει τον ανάστροφο πίνακα):

			t(peers(te_crs))

			Το αποτέλεσμα που παίρνουμε είναι το ακόλουθο (Εικόνα 9.6):
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			Εικόνα 9.6 Peers των μονάδων του δείγματος. 

			Παρατηρούμε ότι η χώρα 1, έχει ως peers τις χώρες 14, 33 και 5141 ενώ για τα γράμματα NA προέρχονται από το Not Available (Μη Διαθέσιμο) και μας πληροφορεί ότι η εν λόγω χώρα δεν διαθέτει 3 peers αλλά μόνο 1 ή 2.

			Μια ιδιαίτερα χρήσιμη συνάρτηση που μας επιστρέφει πολλές πληροφορίες σχετικά με τις επιδόσεις των μονάδων λήψης απόφασης, είναι η συνάρτηση summary(.) για την οποία έχουμε μιλήσει και στο Κεφάλαιο 4. Στην προκειμένη περίπτωση όμως, την  εφαρμόζουμε στον πίνακα με τις τεχνικές αποτελεσματικότητες που έχουμε υπολογίσει. Πιο συγκεκριμένα:

			summary(te_crs)

			Ενώ το αποτέλεσμα που παίρνουμε είναι το ακόλουθο (Εικόνα 9.7):
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			Εικόνα 9.7 Περιγραφικά στατιστικά για τις εκτιμήσεις τεχνικής αποτελεσματικότητας.

			Το πρώτο τμήμα του πίνακα, με το αποτέλεσμα της συνάρτησης που μας επιστρέφει το R αναφέρεται στην «περίληψη» κατά κάποιον τρόπο της αποτελεσματικότητας των χωρών του δείγματος μας, μας πληροφορεί ότι έχουμε χρησιμοποιήσει τεχνολογία σταθερών αποδόσεων κλίμακας, ότι έχουμε υιοθετήσει τον προσανατολισμό της εξοικονόμησης εισροών, ότι το πλήθος των πλήρως αποτελεσματικών χωρών από το σύνολο των 78 είναι 5 και είναι αυτές που έχουν ορίσει και το παραγωγικό όριο που σχηματίστηκε από την μεθοδολογία της ανάλυσης περιβάλλουσας δεδομένων ενώ οι υπόλοιπες 73 χώρες, βρίσκονται κάτω από αυτό και τέλος, ότι  η μέση τεχνική αποτελεσματικότητα του δείγματος είναι της τάξης του 0.686.

			Το δεύτερο τμήμα (Eff range, #, %), κατηγοριοποιεί κατά κάποιο τρόπο τις τιμές τις τεχνικές αποτελεσματικότητας από την μικρότερη τιμή (εδώ 0.3) μέχρι την μεγαλύτερη (1.0) δημιουργώντας ένα εύρος (με βήμα 0.1) και ταυτόχρονα μας επιστρέφει τον αριθμό των χωρών που εμπίπτουν στο συγκεκριμένο εύρος αλλά και σε τι ποσοστό επί του συνόλου των χωρών του δείγματος το εύρος αυτό αντιστοιχεί. Πιο συγκεκριμένα, στην κατηγορία [image: ], βλέπουμε ότι εμπίπτουν 3 από τις χώρες του δείγματος οι οποίες αντιστοιχούν στο 3.8% του δείγματος ενώ στην κατηγορία [image: ], ανήκουν 5 χώρες του δείγματος, όπως είδαμε και στο πρώτο τμήμα του πίνακα, οι οποίες αντιστοιχούν στο 6.4% του δείγματος.

			Το τρίτο και τελευταίο τμήμα του πίνακα, αναφέρεται στην κατανομή των τιμών της τεχνικής αποτελεσματικότητας του δείγματος μας πληροφορώντας μας για την ελάχιστη τιμή -Min- της τεχνικής αποτελεσματικότητας (0.3549), το πρώτο τεταρτημόριο -1st Qu.-, δηλαδή το 25% των χωρών του δείγματος έχουν [image: ], την διάμεση τιμή -Median- ([image: ]), τον μέσο όρο -Mean- όπως είδαμε και στο πρώτο τμήμα του πίνακα ([image: ]),το τρίτο τεταρτημόριο -3rd Qu.-, δηλαδή το 75% των χωρών του δείγματος έχουν [image: ], καθώς και την μέγιστη τιμή -Max- που λαμβάνει η τεχνική αποτελεσματικότητα των υπό εξέταση μονάδων.

			Στην συνέχεια, θα παρουσιάσουμε τις εντολές που χρησιμοποιούμε για να υπολογίσουμε την τεχνική αποτελεσματικότητα, τα peers αλλά και τον πίνακα με τα περιγραφικά στοιχεία των τιμών της αποτελεσματικότητας των χωρών του δείγματος μας, για τις υπόλοιπες περιπτώσεις των αποδόσεων κλίμακας, παραλείποντας όμως το αποτέλεσμα που επιστρέφει το R. Σ’ επόμενη ενότητα του παρόντος κεφαλαίου, θα παρουσιάσουμε τα αποτελέσματα αυτά συγκεντρωτικά σε ένα αρχείο και θα προβούμε σε σύγκριση και ερμηνεία.

			Στις περιπτώσεις που χρησιμοποιούμε διαφορετική τεχνολογία, δηλαδή διαφορετικές αποδόσεις κλίμακας, το μόνο που αλλάζει στις εντολές είναι το όρισμα RTS όπως φαίνεται παρακάτω ενώ τα υπόλοιπα ορίσματα παραμένουν αμετάβλητα.

			Για την περίπτωση που η τεχνολογία παραγωγής χαρακτηρίζεται από φθίνουσες αποδόσεις κλίμακας (drs) έχουμε:

			te_drs=dea(x,y,RTS=”drs”, ORIENTATION=”in”) ; eff(te_drs)
t(peers(te_drs)) ; summary(te_drs)

			Για την περίπτωση που η τεχνολογία παραγωγής χαρακτηρίζεται από αύξουσες αποδόσεις κλίμακας (irs) έχουμε:

			te_irs=dea(x,y,RTS=”irs”, ORIENTATION=”in”) ; eff(te_irs)
t(peers(te_irs)) ; summary(te_irs)

			Για την περίπτωση που η τεχνολογία παραγωγής χαρακτηρίζεται από μεταβλητές αποδόσεις κλίμακας (vrs) έχουμε:

			te_vrs=dea(x,y,RTS=”vrs”, ORIENTATION=”in”) ; eff(te_vrs)
t(peers(te_vrs)) ; summary(te_vrs)

			9.4.3 Εξαγωγή εκτιμήσεων σε μορφή MS Excel και σχολιασμός αποτελεσμάτων

			Είναι προφανές ότι η κονσόλα του R προσφέρει επαρκή χώρο ώστε να δούμε το αποτέλεσμα των εκτιμήσεων μας αλλά στην περίπτωση που πρέπει να προβούμε σε πολλαπλές εκτιμήσεις, τότε ο χώρος αυτός δεν φαίνεται να είναι αρκετός.

			Το R μέσω των πακέτων και βιβλιοθηκών που διαθέτει μας δίνει την δυνατότητα να εξάγουμε τα αποτελέσματα της δουλειάς μας σε αρχεία με την κατάληξη «.xlsx», δηλαδή αρχεία MS Excel ή/και «.txt», δηλαδή αρχεία οριοθετημένου κειμένου. Για να γίνει όμως κάτι τέτοιο, θα πρέπει να δημιουργήσουμε έναν πίνακα ή στην γλώσσα του R ένα data frame με τις μεταβλητές που θέλουμε να περιέχει σε στήλες, όπως έχουμε δείξει και στο Κεφάλαιο 4 του παρόντος συγγράμματος.

			Στην προκειμένη περίπτωση, οι μεταβλητές που θέλουμε να συμπεριλάβουμε στον πίνακα είναι οι εκτιμήσεις της τεχνικής αποτελεσματικότητας υπό διαφορετικές αποδόσεις κλίμακας. Οι εντολές που χρειαζόμαστε για να δημιουργήσουμε τον πίνακα, να δώσουμε ονόματα στις διαφορετικές στήλες, είναι οι εξής:

			eff_table = data.frame(eff(te_crs), eff(te_drs), eff(te_irs), eff(te_vrs), se=eff(te_crs)/eff(te_vrs))
names(eff_table) = c(“te_crs”,”te_drs”,”te_irs”,”te_vrs”,”se”)

			Το αποτέλεσμα που μας επιστρέφει το R αφού εκτελέσουμε τις παραπάνω εντολές είναι το ακόλουθο (Εικόνα 9.8):
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			Εικόνα 9.8 Ονομάζοντας τις στήλες του πίνακα με τις εκτιμήσεις της τεχνικής αποτελεσματικότητας.

			Στο σημείο αυτό να σημειώσουμε ότι το μέγεθος [image: ]αναφέρεται στην αποτελεσματικότητα κλίμακας (scale efficiency) και ορίζεται ως το πηλίκο της τεχνικής αποτελεσματικότητας υπολογισμένης υποθέτοντας σταθερές αποδόσεις κλίμακας προς την τεχνική αποτελεσματικότητα υπολογισμένη υποθέτοντας μεταβλητές αποδόσεις κλίμακας και μπορεί να χρησιμοποιηθεί για να δείξει το μέγεθος κατά το οποίο η παραγωγικότητα μπορεί να αυξηθεί αν η μονάδα λήψης απόφασης μετακινηθεί στο τεχνικά βέλτιστο παραγωγικό μέγεθος (technically optimal productive scale, TOPS). Το σημείο TOPS, είναι το σημείο στο οποίο η παραγωγικότητα μεγιστοποιείται και η γραμμή που περνάει από την αρχή των  αξόνων και τέμνει την συνάρτηση παραγωγής στο σημείο TOPS είναι γνωστή ως τεχνολογία σταθερών αποδόσεων κλίμακας (Coelli et al., 2005). 

			Αξίζει να σημειώσουμε ότι η παραγωγικότητα (όπως ορίζεται ως το πηλίκο εκροών προς εισροές), ουσιαστικά είναι η κλίση της συνάρτησης παραγωγής και μπορεί να οριστεί σε οποιοδήποτε σημείο επάνω στο παραγωγικό όριο καθώς και εξαιτίας της κυρτότητας του παραγωγικού ορίου, δυο σημεία που βρίσκονται επάνω στο παραγωγικό όριο είναι εξίσου τεχνικά αποτελεσματικά αλλά όχι εξίσου παραγωγικά, δεδομένου ότι ένα από αυτά τα τρία σημεία είναι το σημείο τομής του παραγωγικού ορίου και της γραμμής των σταθερών αποδόσεων κλίμακας42.

			Εφόσον έχουμε δημιουργήσει τον πίνακα με τις μεταβλητές που θέλουμε να περιέχει, θα πρέπει να εγκαταστήσουμε το κατάλληλο πακέτο και να καλέσουμε την κατάλληλη βιβλιοθήκη προκειμένου να μπορέσουμε να εξάγουμε τα αποτελέσματα σε μια από τις δυο μορφές αρχείων που αναφέραμε παραπάνω. Οι εντολές που χρειαζόμαστε σε αυτή την περίπτωση, είναι οι ακόλουθες:

			install.packages(“rJava”) ; library(rJava) ; library(xlsx)

			Εφόσον επιλέξουμε CRAN και το πακέτο εγκατασταθεί, μπορούμε να χρησιμοποιήσουμε τις βιβλιοθήκες που περιέχονται στο πακέτο. Η εντολή που χρειάζεται ώστε να πάρουμε τα αποτελέσματα σε μορφή MS Excel είναι:

			write.xlsx(eff_table, “C:/Users/Όνομα 
Διαχειριστή/Documents/Efficiencies.xlsx”)

			ενώ για να μας επιστρέψει ένα αρχείο κειμένου είναι η εξής:

			write.table(eff_table,”C:/Users/ Όνομα Διαχειριστή/Documents/Efficiencies.txt”, sep=”\t”)

			Πιο συγκεκριμένα, το eff_table αναφέρεται στο όνομα του αντικειμένου στο οποίο αποθηκεύσαμε τις εκτιμήσεις της ανάλυσης αποτελεσματικότητας παραπάνω και το κομμάτι που βρίσκεται σε εισαγωγικά μπορείτε αν το ανακτήσετε γράφοντας στην κονσόλα του R (μπορεί να γίνει και μέσω του script χωρίς να είναι απαραίτητο) την εντολή getwd() (get working directory). Κατόπιν, αντιγράφουμε την διαδρομή που θα εμφανιστεί και μετά την αριστερή κάθετο, γράφετε το όνομα του αρχείου που περιέχει τις εκτιμήσεις με λατινικούς χαρακτήρες, εδώ Efficiencies ακολουθούμενο από την αντίστοιχη κατάληξη όπως ακριβώς φαίνεται παραπάνω. Έπειτα, στον φάκελο «Έγγραφα» (Documents) του υπολογιστή σας έχει δημιουργηθεί ένα αρχείο όμοιο με το παρακάτω (Εικόνα 9.9):
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			Εικόνα 9.9 Αρχείο Excel με τις εκτιμήσεις της τεχνικής αποτελεσματικότητας για τις 14 πρώτες χώρες του δείγματος.

			Παραπάνω (Εικόνα 9.9), φαίνονται οι  εκτιμήσεις της τεχνικής αποτελεσματικότητας για τις 78 χώρες του δείγματος μας για το έτος 2010, χρησιμοποιώντας διαφορετικές αποδόσεις κλίμακας, δηλαδή, διαφορετικές τεχνολογικές δυνατότητες παραγωγής. Μπορούμε να κάνουμε τις εξής παρατηρήσεις με βάση τα παραπάνω αποτελέσματα:

			
					πλήρως αποτελεσματικές χώρες έχουν τεχνική αποτελεσματικότητα ίση με την μονάδα (π.χ. η χώρα 14 στον παραπάνω πίνακα) ενώ οι αναποτελεσματικές χώρες εμφανίζονται να έχουν τεχνική αποτελεσματικότητα χαμηλότερη από 1 αλλά ποτέ μικρότερη από 0 (π.χ. οι χώρες 1 έως 13)

					οι εκτιμήσεις της τεχνικής αποτελεσματικότητας υπό σταθερές αποδόσεις κλίμακας εμφανίζονται να είναι πάντα μικρότερες εξαιτίας του τρόπου κατασκευής του παραγωγικού ορίου το οποίο στην συγκεκριμένη περίπτωση είναι αυτό που περικλείει με τον πιο «χαλαρό» τρόπο τις μονάδες λήψης απόφασης.

					στην περίπτωση που οι τιμές της τεχνικής αποτελεσματικότητας που έχουν προκύψει υπό σταθερές αποδόσεις κλίμακας είναι ίσες με τις τιμές που έχουν προκύψει από διαφορετικά καθεστώτα, αυτό συμβαίνει εξαιτίας του γεγονότος ότι τα ευθύγραμμα τμήματα του παραγωγικού ορίου, όπως αυτό κατασκευάζεται από την DEA υιοθετώντας αποδόσεις κλίμακας διαφορετικές από σταθερές, εφάπτονται στο παραγωγικό όριο που έχει σχηματίσει η DEA υποθέτοντας σταθερές αποδόσεις κλίμακας.

					η αποτελεσματικότητα κλίμακας για την χώρα 1 σημαίνει ότι είναι στο 85.15% του μέγιστου που θα μπορούσε να παράγει και ότι θα μπορούσε να λειτουργήσει στο TOPS αν βελτίωνε κατά 14.85% την κλίμακα των δραστηριοτήτων της.

			

			9.4.4 Υπολογισμός των slack και ερμηνεία

			Ένα επιπλέον μέγεθος που μας επιτρέπει να υπολογίσουμε η μεθοδολογία της DEA είναι αυτό των slack ή input excess. Το μέγεθος αυτό αναφέρεται στην ποσότητα των εισροών που θα μπορούσε η μονάδα λήψης απόφασης να μειώσει και να συνεχίσει να παράγει την ίδια ποσότητα εκροής αλλά αυτή την φορά να βρίσκεται πάνω στο αποτελεσματικό όριο (efficient frontier). 

			Η ενδελεχής μελέτη του μεγέθους αυτού όπως και άλλων που δεν αναλύονται στο συγκεκριμένο παράδειγμα αλλά αποτελούν αναπόσπαστα τμήματα στην Ανάλυση Αποτελεσματικότητας και Παραγωγικότητας (όπως π.χ. η ακτινωτή μετακίνηση προς το παραγωγικό όριο -radial movement-, ο υπολογισμός των στόχων -targets- κλπ.), ξεφεύγουν από τον σκοπό του ιδιαιτέρως εισαγωγικού κεφαλαίου στόχος του οποίου είναι να αναδείξει την χρησιμότητα και αναγκαιότητα μελέτης του γραμμικού προγραμματισμού προκειμένου να μελετήσουμε πρακτικά προβλήματα και εμπειρικές εφαρμογές.

			Το R μας προσφέρει την δυνατότητα να μάθουμε εάν ή όχι κάποια μονάδα λήψης απόφασης έχει πλεονάζουσα ποσότητα εισροών την οποία θα μπορούσε να μειώσει προκειμένου να μετακινηθεί στο αποτελεσματικό σύνορο, υποθέτοντας διαφορετικές αποδόσεις κλίμακας όπως είδαμε και παραπάνω43. Η σύνταξη της εντολής είναι ίδια όπως και στην περίπτωση υπολογισμού της τεχνικής αποτελεσματικότητας, με την διαφορά ότι τώρα θα χρειαστεί να προσθέσουμε ένα επιπλέον όρισμα για να ζητήσουμε από το R να μας πληροφορήσει σχετικά με την ύπαρξη ή όχι πλεονάζουσας ποσότητας σε κάποια από τις εισροές. Για την περίπτωση των σταθερών αποδόσεων κλίμακας οι εντολή είναι η εξής44:

			tecrs=dea(x,y,RTS=”crs”, ORIENTATION=”in”, SLACK=T)

			Ενώ, για να μας εμφανίσει ποια χώρα και αν αυτή εμφανίζει πλεονάζουσα ποσότητα εισροών μαζί με την τεχνική της αποτελεσματικότητα, θα χρειαστεί να ζητήσουμε από το R πρώτα να τα καταχωρίσει σε έναν πίνακα και στην συνέχεια να μας επιστρέψει το αποτέλεσμα ως εξής45:

			data.frame(eff(tecrs),tecrs$slack)

			Το αποτέλεσμα που μας επιστρέφει το R αφού εκτελέσουμε τις παραπάνω εντολές, είναι το ακόλουθο (Εικόνα 9.10)46:
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			Εικόνα 9.10 Τεχνική αποτελεσματικότητα και ύπαρξη περίσσειας εισροών για τις πρώτες 20 χώρες του δείγματος μας.

			Ο παραπάνω πίνακας μπορεί να διαβαστεί ως εξής:

			
					υπό καθεστώς σταθερών αποδόσεων κλίμακας, η χώρα 1 εμφανίζεται να μπορεί να μειώσει την χρήση των εισροών της κατά  είναι κατά 46% και να συνεχίσει να παράγει την ίδια ποσότητα προϊόντος με δεδομένη την τεχνολογία παραγωγής της.

					επίσης, δεν φαίνεται να εμφανίζει πλεονάζουσα ποσότητα εισροών όπως οι χώρες 2 και 3 πράγμα που σημαίνει ότι βρίσκεται στην περιοχή του αποτελεσματικού ορίου αλλά όχι πάνω σε αυτό.

					τέλος, δεν είναι απαραίτητο μια χώρα που δεν είναι πλήρως τεχνικά αποτελεσματική να εμφανίζει πλεονάζουσα ποσότητα εισροών π.χ. η χώρα 17 αλλά μια χώρα που είναι πλήρως αποτελεσματική δεν θα εμφανίζει πλεονάζουσα ποσότητα εισροών π.χ. η χώρα 14.

			

			9.5 Σύνοψη Ενάτου Κεφαλαίου και Διδακτικοί Σκοποί

			Το κεφάλαιο αυτό σκοπό είχε να παρουσιάσει και να αναδείξει την σημασία και χρησιμότητα της Περιβάλλουσας Ανάλυσης Δεδομένων τόσο στην μελέτη πολυπλοκότερης μορφής προβλημάτων γραμμικού προγραμματισμού αλλά και μέσω των εφαρμογών του στην Οικονομική Επιστήμη.

			Το θεωρητικό υπόβαθρο που αφορά στην τεχνολογία παραγωγής, η παρουσίαση και ανάπτυξη της μεθόδου, η διατύπωση των μέτρων αποτελεσματικότητας προβλημάτων αλλά και η λύση τους μέσω του λογισμικού R εφοδίασαν τον αναγνώστη με το απαραίτητο θεωρητικό πλαίσιο αλλά και τεχνικές δεξιότητες προκειμένου να μπορέσει να χρησιμοποιήσει αποτελεσματικά τόσο την θεωρία όσο και τον τρόπο εκτέλεσης ώστε να προχωρήσει περαιτέρω την ανάλυση. 

			Με βάση τα παραπάνω, μετά το πέρας αυτού του κεφαλαίου, μεταξύ άλλων, ο αναγνώστης θα πρέπει να είναι σε θέση:

			
					να κατανοήσει την θεωρία παραγωγής.

					να κατανοήσει τις βασικότερες έννοιες που την συνοδεύουν.

					 να χρησιμοποιεί με ευχέρεια την μέθοδο της Περιβάλλουσας Ανάλυσης Δεδομένων. 

					να ερμηνεύει τα αποτελέσματα του κάθε προβλήματος με ακρίβεια.

					να κατανοεί τις έννοιες των μέτρων αποτελεσματικότητας και να τις συνδέει με προβλήματα της Οικονομικής Επιστήμης. 

					να μπορεί να χρησιμοποιεί το λογισμικό R προκειμένου να επιλύσει και κυρίως να προσφέρει οικονομική ερμηνεία του αποτελέσματος των παραπάνω προβλημάτων.

			

			

			
				
					32 Για μια λεπτομερέστερη παρουσίαση των ιδιοτήτων που πρέπει να ικανοποιούν τα σύνολα L(y) και P(x), βλέπε, για παράδειγμα, Kumbhakar και Lovell (2000)

				

				
					33 Δεδομένου ότι η μέτρηση της οικονομικής αποτελεσματικότητας δεν περιλαμβάνεται στους σκοπούς της παρούσας μελέτης, η επισκόπιση του θεωρητικού πλαισίου της αποτελεσματικότητας επικεντρώνεται στις έννοιες της τεχνικής αποτελεσματικότητας και της αποτελεσματικότητας κλίμακας.

				

				
					34 Η χρήση οικονομετρικών μεθόδων οδηγεί στην εκτίμηση ενός στοχαστικού εν δυνάμει ορίου της τεχνολογίας (stochastic frontier) γι’αυτό και η παραμετρική προσέγγιση είναι γνωστή ως SFA (stochastic frontier Analysis).

				

				
					35 Ο όρος Data Envelopment Analysis θα μπορούσε να αποδοθεί στα Ελληνικά ως «Περιβάλλουσα Ανάλυση Δεδομένων».

				

				
					36 Η διατύπωση του υποδείγματος CCR στην μορφή που παρουσιάζεται στην παρούσα ενότητα, είναι προβληματική δεδομένου ότι υπάρχει ένας άπειρος αριθμός λύσεων.  Εάν δηλαδή, το διάνυσμα (u*,v*) αποτελεί μια λύση του προβλήματος (10) τότε και το διάνυσμα (αu*,αv*) όπου α μια οποιαδήποτε σταθερά αποτελεί επίσης λύση του.

				

				
					37 Στον τρισδιάστατο χώρο το υπόδειγμα CRS - DEA κατασκευάζει ένα κωνικό περίβλημα των παρατηρήσεων που αφορούν τις διάφορες DMU.

				

				
					38  Αίγυπτος, Αιθιοπία, Αργεντινή, Αυστραλία, Αυστρία, Βέλγιο, Βενεζουέλα, Βιετνάμ, Βολιβία, Βουλγαρία, Βραζιλία, Γαλλία, Γερμανία, Γεωργία, Δανία, Δημ. της Κορέας, Δομινικιανή Δημ., Εκουαδόρ, Ελβετία, Ελλάδα, Εσθονία, Ην. Αραβικά Εμιράτα, Ην. Βασίλειο, Ην. Πολιτείες Αμερικής, Ιαπωνία, Ινδία, Ινδονησία, Ιορδανία, Ισλανδία, Ισλανδία, Ισπανία, Ισραήλ, Ιταλία, Καναδάς, Κένα, Κίνα, Κολομβία, Κόστα Ρίκα, Κροατία, Κύπρος, Λετονία, Λιθουανία, Λουξεμβούργο, Μαλαισία, Μάλτα, Μαρόκο, Μεξικό, Μοζαμβίκη, Μπαγκλαντές, Μπαχρέιν, Νέα Ζηλανδία, Νιγηρία, Νορβηγία, Νότια Αφρική, Ολλανδία, Ουγγαρία, Ουκρανία, Ουρουγουάη, Π.Γ.Δ.Μ, Πακιστάν, Περού, Πολωνία, Πορτογαλία, Ρουμανία, Σιγκαπούρη, Σλοβακία, Σλοβενία, Σουηδία, Σρι Λάνκα, Ταϊλάνδη, Τανζανία, Τουρκία, Τρινιδάδ και Τομπάγκο, Τσέχικη Δημοκρατία, Τυνησία, Φιλανδία, Φιλιππίνες, Χιλή.

				

				
					39  Θα πρέπει να αναφέρουμε ότι στο συνοδευτικό αρχείο η γλώσσα είναι η αγγλική και ως εκ τούτου με βάση αυτήν έχει γίνει η αλφαβητική κατάταξη των χωρών του δείγματος.

				

				
					40  Για να πάρουμε τις εκτιμήσεις αποτελεσματικότητας για την περίπτωση της επέκτασης του προϊόντος με δεδομένη την τεχνολογία παραγωγής και την ποσότητα των εισροών, αρκεί να αντικαταστήσουμε το όρισμα «in» με «out» και στην συνέχεια να αντιστρέψουμε τις τιμές της τεχνικής αποτελεσματικότητας για όλο το δείγμα όπως έχει συζητηθεί νωρίτερα στην θεωρία. Στην προκειμένη περίπτωση, κάτι τέτοιο αφήνεται ως άσκηση στον ενδιαφερόμενο αναγνώστη προκειμένου να εξοικειωθεί τόσο με την μεθοδολογία όσο και με την χρήση του λογισμικού R.

				

				
					41  Για την σειρά εμφάνισης των χωρών, προκειμένου να ταυτοποιηθούν από τον ενδιαφερόμενο αναγνώστη, προτείνεται να ληφθεί υπόψη το συνοδευτικό αρχείο Excel το οποίο περιλαμβάνει τα ονόματα των χωρών αλφαβητικά στην αγγλική γλώσσα.

				

				
					42  Περαιτέρω ανάλυση του συγκεκριμένου θέματος εμπίπτει σε προχωρημένο επίπεδο Μικροοικονομικής Θεωρίας και ξεφεύγει από τους σκοπούς του παρόντος κεφαλαίου.

				

				
					43  Ο ακριβής υπολογισμός της ποσότητας των slack για κάθε εισροή ξεφεύγει από τους σκοπούς του παρόντος κεφαλαίου.

				

				
					44  Ομοίως για φθίνουσες (drs), αύξουσες (irs) και μεταβλητές (vrs) αποδόσεις κλίμακας. Η μόνη αλλαγή εντοπίζεται στον τύπο των αποδόσεων κλίμακας, και στο όνομα του αντικειμένου που θα αποθηκεύσουμε το αποτέλεσμα της εκτίμησης. Προτείνεται να χρησιμοποιούνται ονόματα κατά το πρότυπο tecrs, δηλαδή tedrs, teirs, tevrs.

				

				
					45  Στην περίπτωση που θέλουμε να συμπεριλάβουμε στο αποτέλεσμα που θα υπολογίσει και θα επιστρέψει το R, τις εκτιμήσεις της τεχνικής αποτελεσματικότητας καθώς και την πλεονάζουσα ποσότητα εισροών για όλες τις περιπτώσεις των αποδόσεων κλίμακας αρκεί να συμπεριλάβουμε στο data.frame και τα υπόλοιπα μεγέθη, δηλαδή, data.frame(eff(tecrs),tecrs$slack,eff(tedrs),tedrs$slack,eff(teirs),teirs$slack,eff(teirs),teirs$slack).

				

				
					46  Εδώ παρουσιάζονται τα αποτελέσματα μόνο για τις πρώτες 20 χώρες του δείγματος μας για λόγους παρουσίασης.
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			ΠΑΡΑΡΤΗΜΑΤΑ

			Σύνοψη 

			Αναφορικά με τα παραρτήματα που περιέχονται σε αυτή την ενότητα, ο αναγνώστης θα πρέπει να γνωρίζει ότι προκειμένου να κατανοήσει καλύτερα το περιεχόμενο των κεφαλαίων του παρόντος συγγράμματος, θα πρέπει να μελετήσει και το υλικό που περιλαμβάνεται στην ενότητα αυτή. Κάποια από τα κεφάλαια του παρόντος συγγράμματος, συνδέονται με τα παραρτήματα που θα παρουσιαστούν ώστε να γίνει περισσότερο κατανοητό το περιεχόμενο τους. 

			Έτσι λοιπόν, προτείνεται να ακολουθηθεί η εξής σειρά μελέτης σχετικά με τα παραρτήματα:

			
					το Παράρτημα 1, σχετικά με την χρήση του Graph, θα πρέπει να μελετηθεί πριν ο αναγνώστης μελετήσει την του Κεφαλαίου 2.

					το Παράρτημα 2 που αναφέρεται στην χρήση και ερμηνεία της συνάρτησης Lagrange, θα πρέπει να μελετηθεί πριν την του Κεφαλαίου 2.

					το Παράρτημα 3, σχετικά με την χρήση των Διανυσμάτων και της Άλγεβρας Πινάκων, θα πρέπει να μελετηθεί πριν ο αναγνώστης καταπιαστεί με την μελέτη του Κεφαλαίου 3.

					η μελέτη του Παραρτήματος 4, σχετικά με την θεωρητική προσέγγισης της Μεθόδου Simplex, μπορεί να γίνει ταυτόχρονα με την μελέτη Κεφαλαίου 3.

					η μελέτη του Παραρτήματος 5, σχετικά με τις Οδηγίες Εγκατάστασης και Χρήσης του λογισμικού R, θα πρέπει να προηγηθεί της μελέτης του Κεφαλαίου 4.

					η μελέτη του Παραρτήματος 6, σχετικά με τα Διανύσματα και την Άλγεβρα Πινάκων με την χρήση του λογισμικού R, θα πρέπει να προηγηθεί της μελέτης του Κεφαλαίου 4.

			

		

	
		
			ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ 1: Σύντομος Οδηγός Εγκατάστασης και Χρήσης του λογισμικού Graph

			1.1 Τι είναι το Graph και γιατί να το χρησιμοποιήσω;

			Στην ποσοτική ανάλυση είναι συχνά σκόπιμο προκειμένου να παρουσιάσουμε την/τις σχέσεις που βρίσκονται υπό διερεύνηση να χρησιμοποιήσουμε διαγραμματική ανάλυση ώστε να αναδείξουμε αλλά και να οπτικοποιήσουμε τα χαρακτηριστικά του φαινομένου που μελετάμε. Η δημιουργία αλλά και η κατασκευή ενός ακριβούς διαγράμματος με τις επιλογές που προσφέρουν οι διάφοροι κειμενογράφοι ενδέχεται να είναι μια διαδικασία αρκετά απαιτητική ως προς τον χρόνο εκτέλεσης.

			Προκειμένου να αποφευχθούν λάθη κατά την διαδικασία κατασκευής του διαγράμματος που θέλουμε να κατασκευάσουμε, μπορούμε, αντί των διαγραμμάτων μέσω των κειμενογράφων, να καταφύγουμε στην χρήση του ελεύθερου λογισμικού Graph το οποίο μας δίνει την δυνατότητα να αποτυπώσουμε γραφικά μαθηματικές συναρτήσεις παρέχοντας ταυτόχρονα διάφορες επιλογές οι οποίες βελτιώνουν την παρουσίασή του.

			Το Graph είναι διαθέσιμο μέσω της επίσημης ιστοσελίδας για το λογισμικό αυτό, εδώ, όπου οι ενδιαφερόμενοι χρήστες έχουν την δυνατότητα να το «κατεβάσουν» στον υπολογιστή τους ακολουθώντας τις οδηγίες στην ιστοσελίδα και ακολουθώντας την συνήθη διαδικασία εγκατάστασης οποιουδήποτε προγράμματος π.χ. R. Κατόπιν, ο χρήστης μπορεί να εκτελέσει το Graph από την συντόμευση που θα έχει δημιουργηθεί στην επιφάνεια εργασίας του υπολογιστή ή από το βασικό μενού των εγκατεστημένων προγραμμάτων του υπολογιστή. Επίσης, το λογισμικό Graph διατίθεται για εγκατάσταση σε διαφόρους τύπους λογισμικού (Windows, Mac, Linux) όπως και το R.

			1.2 Βασική χρήση του Graph

			Υποθέστε ότι επιθυμείτε να παρουσιάσετε γραφικά την συνάρτηση [image: ]. Αρχικά θα πρέπει να εισάγετε την συνάρτηση στο Graph επιλέγοντας την καρτέλα Function και κατόπιν την επιλογή Insert Function, όπου θα εμφανιστεί το παρακάτω παράθυρο (Εικόνα Παραρτήματος 1.1):

			[image: ]

			Εικόνα Παραρτήματος 1.1 Περιγραφή βημάτων εισαγωγής μιας συνάρτησης στο Graph.

			Μόλις τελειώσουμε με τις απαιτούμενες λεπτομέρειες της σχεδίασης, επιβεβαιώνουμε την επιλογή μας πατώντας OK. Κατά την διαδικασία εισαγωγής της παραπάνω συνάρτησης και ακολουθώντας τα παραπάνω βήματα, αναμένουμε να εμφανιστεί το παρακάτω παράθυρο (Εικόνα Παραρτήματος 1.2):

			[image: ]

			Εικόνα Παραρτηματος 1.2 Εισαγωγή συνάρτησης στο Graph.

			Επιβεβαιώνοντας τις ρυθμίσεις πατώντας OK, εμφανίζεται το παρακάτω γράφημα:

			το παρακάτω γράφημα (Εικόνα Παραρτήματος 1.3):

			[image: ]

			Εικόνα Παραρτήματος 1.3 Γράφημα συνάρτησης με την χρήση του Graph: η περίπτωση μίας συνάρτησης.

			Στην περίπτωση που θέλουμε να παραστήσουμε δύο ή και περισσότερες συναρτήσεις στο ίδιο γράφημα, αυτό γίνεται ακολουθώντας την ίδια διαδικασία όπως και προηγουμένως. Στην περίπτωση των συναρτήσεων, το γράφημα που μας επιστρέφει το Graph είναι το ακόλουθο (Εικόνα Παραρτήματος 1.4):

			[image: ]

			Εικόνα Παραρτήματος 1.4 Γράφημα συνάρτησης με την χρήση του Graph: η περίπτωση των 2 συναρτήσεων.

			Σε αυτό το σημείο, κρίνεται σκόπιμο να στρέψουμε την προσοχή μας σε μια δυνατότητα που μας δίνει το Graph κατά την απεικόνιση γραφικών παραστάσεων. Παρατηρήστε ότι το Γράφημα 1, στο πάνω και αριστερά σημείο εμφανίζεται μόνο η συνάρτηση 1 (Function 1) ενώ στο Γράφημα 2 βλέπουμε τόσο την συνάρτηση 1 (Function 1) όσο και την νέα συνάρτηση (Function 2,[image: ]) να είναι επιλεγμένες. Είναι προφανές ότι στην περίπτωση που επιθυμούμε να εμφανίζεται μόνο η μια από τις δύο αυτές συναρτήσεις, αρκεί να από-επιλέξουμε το όνομα της αντίστοιχης συνάρτησης. Στην περίπτωση των δυο συναρτήσεων πρόκειται για μια εύκολη άσκηση αλλά στην περίπτωση των περισσοτέρων από δύο συναρτήσεων αυτή η δυνατότητα αποδεικνύεται ιδιαιτέρως χρήσιμη.

			Φτάνοντας στο τέλος αυτής της ενότητας, αξίζει να σημειώσουμε ότι στην περίπτωση της Επιχειρησιακής Έρευνας η οποία βασίζεται στον Γραμμικό Προγραμματισμό, οι συναρτήσεις που θα αντιμετωπίσουμε (π.χ. αντικειμενικές συναρτήσεις, συναρτήσεις περιορισμών κλπ.) είναι κατά κύριο λόγο γραμμικές και ως εκ τούτου, οι παραπάνω οδηγίες θα μπορούσαν να θεωρηθούν επαρκείς.

			Τέλος, πρέπει να αναφέρουμε ότι οι δυνατότητες γραφικής παράστασης μαθηματικών συναρτήσεων που μας προσφέρει το Graph δεν εξαντλούνται από τις οδηγίες που αναφέρονται σε αυτόν τον σύντομο οδηγό. Ο αναγνώστης ενθαρρύνεται να εξερευνήσει τις δυνατότητες που προσφέρει το πρόγραμμα χρησιμοποιώντας τους οδηγούς βοήθειας που είναι διαθέσιμοι στην κονσόλα του προγράμματος (καρτέλα Help).

		

	
		
			ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ 2: Βελτιστοποίηση υπό ισοτικούς περιορισμούς. Η χρήση και ερμηνεία της συνάρτησης και του πολλαπλασιαστή Lagrange

			2.1 Εισαγωγικά

			Ας υποθέσουμε ότι ενδιαφερόμαστε να βρούμε το ελάχιστο ή το μέγιστο της συνάρτησης f (x), υπό τους (ισοτικούς) περιορισμούς ότι το x θα πρέπει να ικανοποιεί τους ακόλουθους περιορισμούς:

			[image: ]

			όπου m<n, δηλαδή αν n=2 και m=1 τότε το πρόβλημα μπορεί να είναι:

			[image: ]

			Είναι προφανές ότι στην προκειμένη περίπτωση τα x1, x2 βρίσκονται σε ένα κύκλο με ακτίνα 1, με κέντρο την αρχή των αξόνων και ως εκ τούτου ο στόχος είναι να βρούμε το σημείο μέσα στον κύκλο που να συνεπάγεται την μεγαλύτερη τιμή για την συνάρτηση f (x1, x2).

			Η κλασσική μέθοδος για να λύσουμε ένα τέτοιο πρόβλημα είναι η Μέθοδος των Πολλαπλασιαστών Lagrange. Η μέθοδος ξεκινάει με την δημιουργία της Συνάρτησης Lagrange ως εξής:

			[image: ]

			οι νέες μεταβλητές [image: ] λέγονται πολλαπλασιαστές Lagrange. Το σημείο κλειδί είναι ότι για τις εφικτές λύσεις του x, ισχύει ότι [image: ] έτσι ώστε [image: ]. Προκύπτει λοιπόν ότι θα πρέπει οι n+m μερικές παράγωγοι να είναι ίσες με το 0 όπως φαίνεται παρακάτω:

			[image: ]

			Οι κριτικές τιμές προκύπτουν από την λύση του συστήματος για (x, λ). Οι [image: ] εξισώσεις είναι ισοδύναμες με τον αριθμό των περιορισμών στο αρχικό πρόβλημα έτσι ώστε να λαμβάνονται υπόψη μόνο εφικτές λύσεις.

			Συμπερασματικά θα μπορούσαμε να πούμε τα εξής:

			
					η συνάρτηση Lagrange αποτελεί ένα εργαλείο που μας δίνει την δυνατότητα να ενσωματώσουμε έναν ισοτικό περιορισμό (ή ενός συνόλου ισοτικών περιορισμών) σε μια αντικειμενική συνάρτηση και μέσω της χρήσης μερικών παραγώγων ως προς τις μεταβλητές απόφασης που συμμετέχουν στην αντικειμενική συνάρτηση αλλά και των συναρτήσεων των περιορισμών και την εξίσωση τους με το μηδέν να πάρουμε τις τιμές των μεταβλητών που βελτιστοποιούν την τιμή της αντικειμενικής συνάρτησης.

					όπως ήδη αναφέρθηκε οι ισοτικοί περιορισμοί μπορεί να είναι μόνο ένας αλλά μπορεί να είναι και περισσότεροι κάθε φορά. Στις εφαρμογές της Οικονομικής Επιστήμης και πιο συγκεκριμένα, σε αυτές που αναφέρονται στην Μικροοικονομική Θεωρία, συναντώνται περιπτώσεις με έναν (π.χ. στην Θεωρία Παραγωγού, όπως στο παρακάτω παράδειγμα) αλλά και περισσότερους ισοτικούς περιορισμούς (π.χ. στην Θεωρία Καταναλωτή).

					Τέλος, όπως είναι φυσικό, η μέθοδος έχει και κάποιες αδυναμίες, όπως:

					από υπολογιστικής απόψεως δεν αποτελεί ένα ιδιαίτερα ισχυρό εργαλείο

					συχνά είναι αδύνατο να λύσουμε τις εξισώσεις και να πάρουμε κριτικές τιμές

					ακόμα όμως και όταν καταφέρουμε να τις υπολογίσουμε, ο αριθμός των σημείων ενδέχεται να είναι τόσο μεγάλος (η και άπειρος) πράγμα που καθιστά μη εφικτό να βρούμε ένα ολικό ελάχιστο ή μέγιστο. Παρόλα αυτά, η μέθοδος χρησιμοποιείται με επιτυχία σε συγκεκριμένους τύπους προβλημάτων.

			

			Επιστρέφοντας στο παράδειγμα που αναφέραμε προηγουμένως, η συνάρτηση Lagrange είναι η εξής:

			[image: ]

			ενώ οι μερικές παράγωγοι είναι:

			[image: ]

			Άρα, οι κριτικές τιμές για το αρχικό πρόβλημα είναι:

			[image: ]

			2.2 Χρήση της συνάρτησης Lagrange στην Οικονομική Επιστήμη: μεγιστοποίηση της παραγωγής με δεδομένο κόστος

			Ένα πρόβλημα που συχνά συναντάται στην Θεωρία Παραγωγού είναι η αναζήτηση του βέλτιστου συνδυασμού κεφαλαίου και εργασίας (δηλαδή των παραγωγικών συντελεστών) που θα μπορούσαν να παράγουν το μέγιστο δυνατόν προϊόν για δεδομένη τεχνολογία παραγωγής και κόστους αμοιβών των συντελεστών αυτών.

			Ας υποθέσουμε ότι έχουμε την συνάρτηση παραγωγής [image: ], ξέρουμε ότι το συνολικό κόστος [image: ] είναι 220 μονάδες και ότι η αμοιβή του κεφαλαίου και της εργασίας είναι [image: ] αντίστοιχα. Ζητείται να προσδιοριστεί ο βέλτιστος συνδυασμός παραγωγικών συντελεστών [image: ]  που μεγιστοποιεί την παραγωγή για δεδομένο κόστος παραγωγής.

			Αρχικά θα πρέπει να σχηματίσουμε την συνάρτηση κόστους η οποία αποτελεί τον περιορισμό στο πρόβλημα μεγιστοποίησης και κατόπιν να τον ενσωματώσουμε στην συνάρτηση Lagrange. Έτσι λοιπόν, η συνάρτηση συνολικού κόστους είναι [image: ] ενώ η συνάρτηση Lagrange παίρνει την μορφή [image: ]. Στην συνέχεια θα πρέπει να πάρουμε τις μερικές παραγώγους και να τις εξισώσουμε με το μηδέν για να πάρουμε το στάσιμο σημείο:

			[image: ]

			Αντικαθιστώντας την σχέση (1) στην σχέση (2) έχουμε:

			[image: ]

			Ενώ αντικαθιστώντας στην σχέση  (1) [image: ] έχουμε: [image: ]. Προκύπτει λοιπόν ότι ο βέλτιστος συνδυασμός παραγωγικών συντελεστών που μεγιστοποιεί την παραγωγή για δεδομένο κόστος παραγωγής είναι [image: ] και ενώ το επίπεδο παραγωγής είναι [image: ].

			Αξίζει να αναφέρουμε ότι στην συγκεκριμένη περίπτωση ο πολλαπλασιαστής Lagrange αντιπροσωπεύει το οριακό κόστος παραγωγής ενώ η σημασία του πολλαπλασιαστή αυτού (όπως φαίνεται από την σχέση που προκύπτει λύνοντας την γενική μορφή της συνάρτησης παραγωγής για μεγιστοποίηση της παραγωγής με δεδομένο κόστος και είναι η [image: ] είναι ότι η οριακή παραγωγικότητα της κάθε χρηματικής μονάδας που δαπανάται για κάθε εισροή είναι ίση.

			Τέλος, το πρόβλημα μεγιστοποίησης της παραγωγής με δεδομένο το κόστος παραγωγής, δηλαδή τις αμοιβές των συντελεστών παραγωγής, είναι ισοδύναμο με το δυϊκό του πρόβλημα το οποίο αφορά στην ελαχιστοποίηση του κόστους παραγωγής για δεδομένη παραγωγή47, δηλαδή τον συνδυασμό κεφαλαίου και εργασίας (για την περίπτωση των δύο συντελεστών παραγωγής). Η συγκεκριμένη σχέση υπογραμμίζει την σημασία της δυαδικότητας στην Οικονομική Επιστήμη, θέμα το οποίο μελετάται στο συγκεκριμένο σύγγραμμα.

			

			
				
					47 Αφήνεται ως άσκηση εξοικείωσης στον ενδιαφερόμενο αναγνώστη.

				

			

		

	
		
			ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ 3: Διανύσματα και Άλγεβρα Πινάκων: βασικές έννοιες

			3.1 Διανύσματα

			Γραμμοδιάνυσμα καλείται η οριζόντια διάταξη στοιχείων (πραγματικών αριθμών) και έχει την μορφή: [image: ], όπου [image: ] πραγματικοί αριθμοί.

			Αντίστοιχος είναι και ο ορισμός του στηλοδιανύματος, όπου πρόκειται για κάθετη διάταξη στοιχείων (πραγματικών αριθμών) και έχει την μορφή: [image: ],όπου [image: ] πραγματικοί αριθμοί. 

			Με τον όρο στηλοδιάνυσμα συνήθως αναφερόμαστε στο ανάστροφο του γραμμοδιανύσματος ενώ το κάθε στοιχείο (είτε πρόκειται για γραμμο- είτε για στηλοδιάνυσμα) του,[image: ], καλείται βαθμωτό.

			Παραδείγματος χάρη, το [image: ] αποτελεί ένα γραμμοδιάνυσμα ενώ το [image: ] αποτελεί στηλοδιάνυσμα.

			3.1.1 Πράξεις διανυσμάτων

			3.1.1.1 Πρόσθεση/αφαίρεση διανυσμάτων

			Μπορούμε να προσθέσουμε ή/και να αφαιρέσουμε διανύσματα της ίδιας τάξης (ίδιος αριθμός γραμμών ή/και στηλών) μόνο. Δηλαδή, οι παραπάνω πράξεις μπορούν να οριστούν σε διανύσματα της μορφής [image: ] και [image: ]

			Το νέο διάνυσμα που θα προκύψει από την πράξη μεταξύ των παραπάνω δύο διανυσμάτων θα είναι ίδιας τάξης με αυτά:

			[image: ]

			[image: ]

			Παράδειγμα πρόσθεσης και αφαίρεσης διανυσμάτων

			Έστω τα διανύσματα [image: ]και [image: ]. Να υπολογίσετε τα νέα διανύσματα που προκύπτουν από την πρόσθεση και την αφαίρεση των δυο παραπάνω διανυσμάτων.

			[image: ]

			[image: ]

			Τα παραπάνω μπορούν να γενικευτούν εύκολα και στην περίπτωση των περισσοτέρων των δυο διανυσμάτων.

			3.1.1.2 Πολλαπλασιασμός διανύσματος με βαθμωτό

			Εάν [image: ] είναι μια σταθερά και α[image: ] ένα διάνυσμα ν-οστής τάξης, τότε μπορούμε να πολλαπλασιάσουμε το βαθμωτό με το διάνυσμα ως εξής: [image: ].

			Παράδειγμα πολλαπλασιασμού διανύσματος με βαθμωτό

			Έστω η σταθερά [image: ] και το διάνυσμα [image: ], τότε έχουμε [image: ] .

			3.1.1.3 Εσωτερικό γινόμενο δύο διανυσμάτων

			Το εσωτερικό γινόμενο δύο διανυσμάτων (ίδιας τάξης) ορίζεται ως εξής:

			[image: ], 

			δηλαδή προκύπτει ένα βαθμωτό. Στην περίπτωση κατά την οποία το εσωτερικό γινόμενο δύο διανυσμάτων ισούται με μηδέν τότε τα διανύσματα αυτά καλούνται ορθογώνια.

			Παράδειγμα υπολογισμού εσωτερικού γινομένου δυο διανυσμάτων

			Έστω τα διανύσματα [image: ] και [image: ], το εσωτερικό τους γινόμενο υπολογίζεται με τον ακόλουθο τρόπο: 

			[image: ].

			3.2 Πίνακες και ορίζουσες

			3.2.1 Βασικοί ορισμοί

			Ένας πίνακας διάστασης [image: ] είναι ένα διατεταγμένο σύνολο διανυσμάτων που παριστάνεται ως εξής:

			[image: ]

			Εφόσον, [image: ] αναπαριστά ένα γραμμοδιάνυσμα με [image: ] (όπου iαφορά στην γραμμή ενώ j στην στήλη) να αναφέρεται σε κάθε στοιχείο της παραπάνω μήτρας, τότε μπορούμε να γράψουμε:

			[image: ]

			Ο Ανάστροφος (transpose) πίνακας του Α συμβολίζεται με Α΄ και είναι ένας νέος πίνακας ο οποίος προκύπτει από την αντιμετάθεση των γραμμών και των στηλών του Α, δηλαδή:

			 [image: ].

			Προφανώς ισχύει ότι [image: ]

			Παράδειγμα ανάστροφου πίνακα

			Εάν [image: ] τότε ο ανάστροφος του θα είναι ο [image: ].

			Ο πίνακας του παραπάνω παραδείγματος καλείται Τετραγωνικός και συμβολίζεται ως [image: ] εφόσον ο αριθμός των γραμμών ισούται με τον αριθμό των στηλών ενώ η γενική μορφή του είναι η εξής:

			[image: ]

			Παραδείγματα τετραγωνικών πινάκων

			Οι ακόλουθοι πίνακες έχουν ίδιο αριθμό γραμμών και στηλών και συνεπώς καλούνται τετραγωνικοί:

			 [image: ]

			Ένας τετραγωνικός πίνακας [image: ]  θα καλείται διαγώνιος εάν [image: ]  ισχύει ότι [image: ]  και προφανώς τα στοιχεία του συγκεκριμένου πίνακα που δεν βρίσκονται στην διαγώνιο είναι ίσα με το μηδέν. Ειδικότερα ο διαγώνιο τετραγωνικός πίνακας με τα στοιχεία της κυρίας διαγωνίου ίσα με την μονάδα καλείται μοναδιαίος και έχει τις ιδιότητες που αντιστοιχούν στο μοναδιαίο στοιχείο του πολλαπλασιασμού στον χώρο των πραγματικών αριθμών.

			Το άθροισμα των στοιχείων της κυρίας διαγωνίου ενός πίνακα [image: ] ονομάζεται ίχνος και συμβολίζεται με [image: ] και ισούται [image: ] με [image: ]. Ένας τετραγωνικός πίνακας θα καλείται άνω τριγωνικός εάν για κάθε [image: ]ισχύει ότι  [image: ]. Αντίστοιχα κάτω τριγωνικός θα καλείται ένας πίνακας ο οποίος ικανοποιεί τα παρακάτω εάν για κάθε [image: ] ισχύει ότι [image: ]. Ένας τετραγωνικός πίνακας θα καλείται συμμετρικός εάν [image: ]  και αντι-συμμετρικός όταν [image: ].

			Ο πίνακας [image: ] ο οποίος έχει ως στοιχεία του τα συζυγή στοιχεία του A ονομάζεται συζυγής και συμβολίζεται ως [image: ] ενώ ο πίνακας [image: ]καλείται αναστροφοσυζυγής. Ερμιτιανός πίνακας καλείται αυτός για τον οποίο ισχύει ότι [image: ] και αντι-ερμιτιανός όταν[image: ].

			Βασικό στοιχείο στον γραμμικό προγραμματισμό αποτελεί η κατανόηση της έννοιας της βάσης ή του βαθμού ενός πίνακα. Ως βάση εννοούμε το μέγιστο αριθμό των γραμμών ή των στηλών που ένας πίνακας περιέχει και μάλιστα σύμφωνα με το θεώρημα προσδιoρίζεται από την τάξη της μεγαλύτερης μη μηδενικής ορίζουσας που περιέχεται στον συγκεκριμένο πίνακα. Η έννοια βεβαίως των γραμμικά ανεξαρτήτων διανυσμάτων μπορεί να αποδοθεί με βάση την συνθήκη ότι ένα εξ’ αυτών δεν μπορεί να αποδοθεί (γραφεί) ως γραμμικός συνδυασμός των υπολοίπων. Στην αντίθετη περίπτωση αναφερόμαστε σε γραμμικώς εξαρτημένα διανύσματα που εκφράζονται με τις γραμμές ή τις στήλες του πίνακα που εξετάζουμε.

			Πίνακας ή μήτρα μετάθεσης είναι μια τετραγωνική μήτρα της οποίας κάθε γραμμή και κάθε στήλη περιέχει μια μόνο μονάδα ενώ τα υπόλοιπα στοιχεία ισούται με το μηδέν.

			Διαμερισμένη μήτρα είναι αυτή η οποία έχει χωριστεί σε υπομήτρες κατάλληλης τάξης για παράδειγμα [image: ] με τις τάξεις των υπομητρών-υποπινάκων να διαμορφώνονται ως εξής [image: ].

			Χρησιμοποιώντας τον παραπάνω ορισμό μπορούμε να σχηματίσουμε ένα πίνακα ο οποίος μπορεί να διαμεριστεί με τέτοιο τρόπο ώστε οι μη μηδενικοί υποπίνακες να σχηματίζουν μια διαγώνιο από μη μηδενικούς. Ο συγκεκριμένος πίνακας καλείται Block διαμερισμένος (partitioned). Αντίστοιχοι ορισμοί μπορούν να προκύψουν για τον blockδιαμερισμένο τριγωνικό πίνακα και τον block διαγώνιο πίνακα. Οι πράξεις που αφορούν τους blockδιαμερισμένους πίνακες ακολουθούν την ίδια λογική όπως και στην περίπτωση των απλών πινάκων έχοντας όμως κατανοήσει ότι πλέον δεν πολλαπλασιάζονται στοιχεία αλλά πίνακες.

			3.2.2 Βασικά στοιχεία Άλγεβρας Πινάκων

			3.2.2.1 Ισότητα πινάκων

			Δυο πίνακες είναι ίσοι όταν έχουν τις ίδιες διαστάσεις και κάθε στοιχείο του ενός ισούται με το αντίστοιχο στοιχείο του άλλου. Δηλαδή, A=B αν και μόνο αν [image: ]. Για παράδειγμα, οι πίνακες  [image: ]και [image: ] είναι ίσοι.

			3.2.2.2 Άθροισμα (διαφορά) πινάκων

			Είναι ένας νέος πίνακας, C, του οποίου τα στοιχεία αποτελούνται από το άθροισμα (διαφορά) των αντίστοιχων στοιχείων των πινάκων που τον απαρτίζουν, δηλαδή σε αυτή την περίπτωση των Α και B. Προφανώς, το άθροισμα (συνεπώς και η διαφορά) έχει νόημα μόνο σε πίνακες ίδιων διαστάσεων.

			Παράδειγμα αθροίσματος πινάκων

			Έστω οι πίνακες [image: ] και [image: ]. Το άθροισμα τους υπολογίζεται ως εξής:

			[image: ], με τις γνωστές ιδιότητες του αθροίσματος να ισχύουν (Μεταθετική, Προσεταιριστική, Αναστροφή Αθροίσματος). Η διαφορά τους υπολογίζεται με αντίστοιχο τρόπο.

			3.2.2.3 Πολλαπλασιασμός πίνακα με βαθμωτό

			Σε αυτή την περίπτωση, πολλαπλασιάζουμε το βαθμωτό με κάθε στοιχείο του πίνακα, [image: ].

			Παράδειγμα πολλαπλασιασμoύ πίνακα με βαθμωτό

			Έστω [image: ] και ο πίνακας [image: ], τότε έχουμε ότι [image: ]

			3.2.2.4 Πολλαπλασιασμός πινάκων

			Το γινόμενο μεταξύ δύο πινάκων Α και B, ορίζεται ως ένας καινούργιος πίνακας C του οποίου το κάθε στοιχείο, [image: ], δίνεται ως το εσωτερικό γινόμενο του i-γραμμοδιανύσματος του πίνακα Α με το j-στηλοδιάνυσμα της μήτρας B, ενώ για να είναι εφικτός ο πολλαπλασιασμός μεταξύ πινάκων θα πρέπει ο αριθμός των στηλών του από αριστερά πίνακα να ισούται με τον αριθμό των γραμμών του από δεξιά πίνακα. Είναι προφανές ότι στην περίπτωση του πολλαπλασιασμού πινάκων, δεν ισχύει η μεταθετική ιδιότητα, δηλαδή [image: ]. Παρακάτω παρουσιάζεται η γενική μορφή του πολλαπλασιασμού πινάκων.

			[image: ]

			Παράδειγμα πολλαπλασιασμού πινάκων

			Έστω οι πίνακες [image: ]  και [image: ]. Το γινόμενο τους θα είναι ένας νέος πίνακας [image: ]η οποία προκύπτει ως εξής:

			[image: ]

			3.2.3 Ορίζουσες

			Οι ορίζουσες των πινάκων υπολογίζονται ακολουθώντας συγκεκριμένους κανόνες.

			Για έναν τετραγωνικό πίνακα 2Χ2 ισχύει:

			[image: ]

			Παράδειγμα υπολογισμού ορίζουσας ενός 2Χ2 πίνακα

			Έστω ο πίνακας [image: ]. Να υπολογίσετε την ορίζουσα του.

			[image: ]

			Για τον υπολογισμό της ορίζουσας ενός τετραγωνικού πίνακα με μεγαλύτερη διάσταση από 2Χ2, χρησιμοποιείται η μέθοδος του αναπτύγματος των προσημασμένων ελασσόνων οριζουσών ή συμπαραγόντων (co-factors).

			Σύμφωνα με την μέθοδο αυτή, η ορίζουσα ενός πίνακα [image: ] υπολογίζεται ως εξής:

			[image: ]

			Παράδειγμα υπολογισμού ορίζουσας πίνακα μεγαλύτερων διαστάσεων

			Έστω ο πίνακας [image: ], να υπολογίσετε την ορίζουσα του.

			Σύμφωνα με τα παραπάνω  θα έχουμε:

			[image: ], 

			όπου [image: ] είναι οι ελάσσονες ορίζουσες του πίνακα Α .

			3.2.3.1 Αντιστροφή πινάκων

			Η αντίστροφη μιας τετραγωνικής μήτρας Α αποτελεί μια νέα μήτρα που συμβολίζεται με [image: ] και υπολογίζεται με τον ακόλουθο τρόπο:

			[image: ], με στοιχεία [image: ] ενώ όπου η μήτρα [image: ] λέγεται προσαρτημένη (adjoint) μήτρα και ορίζεται ως η ανάστροφη της μήτρας που έχει ως στοιχεία της, τις προσαρτημένες ελάσσονες ορίζουσες ή συμπαράγοντες [image: ] που αντιστοιχούν στα στοιχεία [image: ]της μήτρας Α.

			Παράδειγμα υπολογισμού του αντίστροφου ενός πίνακα

			Έστω ο πίνακας [image: ], να βρείτε τον [image: ].

			Ο υπολογισμός μπορεί να γίνει σε 3 απλά βήματα.

			Βήμα 1. Υπολογίζω την ορίζουσα. Για να αντιστρέφεται, θα πρέπει η ορίζουσα να μην είναι μηδενική.

			[image: ]

			Βήμα 2. Υπολογίζω τους συμπαράγοντες σύμφωνα με τον τύπο [image: ] και κατασκευάζω τον προσαρτημένο πίνακα.

			[image: ]

			Συνεπώς, ο προσαρτημένος πίνακας είναι o εξής: [image: ].

			Βήμα 3. Χρησιμοποιώ τον τύπο [image: ] και υπολογίζω τον αντίστροφο πίνακα.

			[image: ]

			Τέλος, αφήσαμε το γινόμενο Kronecker το οποίο αποτελεί μια άλλη μορφή πολλαπλασιασμού πινάκων. Εάν θεωρήσουμε  του πίνακες [image: ] τότε το γινόμενο Kronecker προσδιορίζεται με πολλαπλασιασμό κάθε στοιχείου του πίνακα Α με ολόκληρο τον πίνακα B με βάση τον κανόνα του βαθμωτού πολλαπλασιασμού. Πιο συγκεκριμένα μπορεί να αποτυπωθεί ως εξής:

			[image: ]

		

	
		
			ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ 4: Η Μέθοδος Simplex

			Θεώρημα 1: Ο εφικτός χώρος είναι κυρτός.

			Απόδειξη

			Έστω Α το σύνολο των εφικτών λύσεων του προβλήματος δηλαδή των σημείων που οι συντεταγμένες τους ικανοποιούν τις γραμμικές εξισώσεις-περιορισμούς του προβλήματος. Θεωρούμε δύο σημεία [image: ]. Τότε θα έχουμε: 

			[image: ]

			και αφού [image: ] θα είναι [image: ] και ικανοποιούν τους περιορισμούς. 

			Για να δείξουμε την κυρτότητα του Α συνόλου θα πρέπει να δείξουμε ότι [image: ]. 

			Πράγματι [image: ]. Άρα ο χώρος Α είναι κυρτός.

			Θεώρημα 2: Το βέλτιστο σημείο αντιστοιχεί σε μια τουλάχιστον κορυφή.

			Απόδειξη

			Έστω [image: ] τα ακρότατα του εφικτού χώρου. Σε κάθε ακρότατο-κορυφή αντιστοιχεί μια τιμή της αντικειμενικής συνάρτησης [image: ] και ας θεωρήσουμε ότι η μέγιστη τιμή της αντικειμενικής συνάρτησης είναι η [image: ] όπου [image: ] το ακρότατο στο όποιο η αντικειμενική συνάρτηση παίρνει την μέγιστη αυτή τιμή. 

			Ας θεωρήσουμε τώρα ένα σημείο [image: ] το οποίο δεν είναι ακρότατο. Θα πρέπει να δείξουμε ότι δεν υπάρχει σημείο άλλο εκτός του [image: ] στο οποίο η αντικειμενική συνάρτηση δεν παίρνει την μέγιστη τιμή. 

			Ένα σημείο λοιπόν εσωτερικό μπορεί να γραφεί ως γραμμικός συνδυασμός με την εξής μορφή: [image: ]. Υπολογίσουμε τώρα την τιμή της αντικειμενικής συνάρτησης στο σημείο [image: ] με βάση τον τύπο [image: ].

			Θεώρημα 3: Υπάρχει αμφιμονοσήμαντη αντιστοιχία μεταξύ βασικών-εφικτών λύσεων και κορυφών.

			Απόδειξη

			
					Ευθύ

			

			Με την εις άτοπον απαγωγή: θεωρώ μια βασική εφικτή λύση x και υποθέτω ότι το συγκεκριμένο διάνυσμα δεν είναι κορυφή. Τότε [image: ] και το x δεν αποτελεί κορυφή. 

			Γνωρίζουμε όμως ότι ο χώρος A είναι κυρτός οπότε το διάνυσμα x μπορεί να γραφτεί ως εξής: [image: ] γιατί τα σημεία x1, x2 είναι διακεκριμένα. Αφού το x είναι βασική εφικτή λύση τα τελευταία n-στοιχεία  των x1, x2 θα είναι μηδέν και συνεπώς τα x1, x2 είναι το ίδιο σημείο (Άτοπο).

			
					Αντίστροφο

			

			Έστω x κορυφή και επιθυμούμε να δείξουμε ότι το x είναι μια βασική εφικτή λύση. Γνωρίζουμε ωστόσο ότι ένα διάνυσμα αποτελεί μια βασική εφικτή λύση όταν έχει τουλάχιστον n-μηδενικά. Έστω ότι έχουμε r-μηδενικές συνιστώσες. Τα μηδενικά στοιχεία μπορούμε να τα διατάξω στις r-πρώτες θέσεις ως εξής:

			[image: ]

			Εάν τα γραμμικά στοιχεία είναι γραμμικά εξαρτημένα, αυτό σημαίνει ότι [image: ]. 

			Εάν πολλαπλασιάσουμε την προηγούμενη σχέση με μ, θα  έχουμε ότι [image: ].

			Εξετάζω τα σημεία με συντεταγμένες. Τα σημεία αυτά ικανοποιούν το γραμμικό σύστημα και προφανώς είναι διακεκριμένα. Για να είναι εφικτά αρκεί να βρούμε μια κατάλληλη τιμή του μ ώστε οι συντεταγμένες των δύο σημείων να είναι μεγαλύτερες ή ίσες από το μηδέν. 

			Θεωρούμε τον γραμμικό συνδυασμό [image: ]. Δηλαδή το x μπορεί να εκφραστεί ως γραμμικός κυρτός συνδυασμός δύο διακεκριμένων σημείων xα, xβ (Άτοπο). Γιατί στην υπόθεσή μας έχουμε ότι τα διανύσματα είναι γραμμικά εξαρτημένα και συνεπώς θα είναι γραμμικά ανεξάρτητα άρα θα έχουν τουλάχιστον n-μηδενικά στοιχεία.

		

	
		
			ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ 5: Οδηγίες Εγκατάστασης και Χρήσης του λογισμικού R

			5.1 Λίγα λόγια για το R

			Πρόκειται για ένα ταχέως αναπτυσσόμενο ελεύθερο λογισμικό όπου, χρησιμοποιώντας/εγκαθιστώντας τα κατάλληλα πακέτα και βιβλιοθήκες (packages and libraries), ο ενδιαφερόμενος μπορεί να προβεί σε στατιστική, οικονομετρική αλλά και μαθηματική ανάλυση (στην περίπτωση της Οικονομικής Επιστήμης), ενώ χρησιμοποιείται και από διάφορες άλλες επιστήμες.

			Ανάλογα με τις ικανότητες προγραμματισμού του ενδιαφερόμενου, το R παρέχει την δυνατότητα ανάπτυξης κώδικα εφόσον ουσιαστικά το ίδιο το λογισμικό βασίζεται στην γλώσσα προγραμματισμού S. Παρόλα αυτά, τα έτοιμα πακέτα και βιβλιοθήκες κάνουν την χρήση του R σχετικά πιο προσιτή σε όλους τους χρήστες.

			5.2 Πού μπορώ να βρω το R;

			Η επίσημη ιστοσελίδα του λογισμικού R βρίκεται εδώ. Ακολουθώντας τον προηγούμενο σύνδεσμο, μπορεί κανείς να βρει οδηγίες εγκατάστασης αλλά διάφορες χρήσιμες πληροφορίες σχετικά με την χρήση του λογισμικού. Κατά την διαδικασία της εγκατάστασης, θα σας ζητηθεί να επιλέξετε CRANmirror. Στην περίπτωση της Ελλάδας, αυτό παρέχεται από το Πανεπιστήμιο Κρήτης. 

			Επίσης, το λογισμικό R διατίθεται για εγκατάσταση σε διαφόρους τύπους λογισμικού (Windows, Mac, Linux). 

			Στην συνέχεια και ακολουθώντας τις οδηγίες των παραθύρων που θα εμφανιστούν μπορείτε να εγκαταστήσετε το R όπως και κάθε άλλο πρόγραμμα.

			5.3 Δημιουργία, αποθήκευση scripts και διάταξη παραθύρων στο R

			Εφόσον έχετε εγκαταστήσει το R στον υπολογιστή σας, μπορείτε να το καλέσετε μέσω της συντόμευσης που θα έχει δημιουργηθεί στην επιφάνεια εργασίας του υπολογιστή σας ή μέσω του μενού με τα εγκατεστημένα προγράμματα στον υπολογιστή σας.

			Θα αποδειχθεί ιδιαίτερα βολικό για τις εργασίες σας στο R να χρησιμοποιείτε scripts προκειμένου να γράψετε τις εντολές για οποιουδήποτε είδους ανάλυση. Επιπλέον, η χρήση των scripts σας βοηθά τόσο να αποθηκεύετε όσο και να ανακαλείτε την δουλειά σας ανά πάσα στιγμή προκειμένου να κάνετε οποιουδήποτε είδους αλλαγές ή/και προσθήκες. 

			Πιο συγκεκριμένα, προκειμένου να ξεκινήσετε μια καινούργια συνεδρία, μπορείτε από την κεντρική κονσόλα του R (General User Interface, GUI) να επιλέξετε File→New Script και για να αποθηκεύσετε το Script, File→Save As πληκτρολογώντας το όνομα του αρχείου  ενώ για να ανοίξετε ένα ήδη υπάρχον script, επιλέγετε File→Open Script.

			Προκειμένου να κάνετε αποτελεσματική χρήση των παραθύρων που ήδη έχετε ανοίξει, μπορείτε να τα τοποθετήσετε (κάθετα ή οριζόντια) ως εξής:

			R (GUI) → Windows → Tile Horizontally ή Tile Vertically

			Με αυτόν τον τρόπο έχετε την δυνατότητα να βλέπετε το αποτέλεσμα της δουλειάς σας κατευθείαν στην κονσόλα του R.

			5.4 Εκτέλεση εντολών στο R

			Εφόσον γράψετε την εντολή/ές στο script, η εκτέλεση της/τους μπορεί να γίνει με οποιονδήποτε από τους (ισοδύναμους) τρόπους που παρουσιάζονται παρακάτω:

			
					Τοποθετώντας τον κέρσορα στο τέλος της γραμμής και πατώντας Ctrl+R.

					Επιλέγοντας όλη την γραμμή και με δεξί κλικ επιλέγετε Run line or Selection.

					Επιλέγοντας όλη την γραμμή και επιλέγοντας το παράθυρο [image: ] .

			

			5.5 Εγκατάσταση pακέτων (packages) και βιβλιοθηκών (libraries)

			To λογισμικό R, εκ κατασκευής, προσφέρει μια μεγάλη ποικιλία βασικών στατιστικών και οικονομετρικών συναρτήσεων, τις οποίες ο χρήστης μπορεί να καλέσει μέσω των κατάλληλων εντολών. Στην περίπτωση όμως που η ανάλυση απαιτεί εξειδικευμένες τεχνικές, αυτές υπάρχουν σε πακέτα (packages) τα οποία είναι δυνατόν να εγκατασταθούν στον υπολογιστή του χρήστη με τους ακόλουθους τρόπους:

			
					R(GUI) → Packages → Install Package(s) → Select CRAN mirror → Greece

					και στην συνέχεια επιλέγετε το αντίστοιχο πακέτο ή 

					Γράφοντας την εντολή ώστε να εγκαταστήσετε το πακέτο κατευθείαν (προϋποθέτει ότι γνωρίζετε εκ των προτέρων ποιο είναι το πακέτο που θέλετε):

					install.packages(“package_name”) π.χ. install.packages(“lpSolve”)

					ενώ για να ενημερώσετε τα πακέτα που ήδη έχετε εγκαταστήσει, επιλογές σας είναι οι εξής: 

					R(GUI) → Packages → Update Package(s) ή

					Γράφοντας την εντολή update.packages() στο script ή στην κονσόλα του R (R Console), επιλέγοντας CRAN mirror όπως προηγουμένως και πατώντας y+Enter (y=yes).

			

			5.6 «Φορτώνοντας» μια βιβλιοθήκη

			Κάθε φορά που θέλετε να χρησιμοποιήσετε μια βιβλιοθήκη ενός πακέτου που ήδη έχετε εγκαταστήσει στο R, πρέπει να την ανακαλέσετε ως εξής:  library(package_name) π.χ. library(lpSolve) και κατόπιν το εκτελείτε με έναν από τους προαναφερθέντες τρόπους.

			Σημείωση:

			Όπως είναι σαφές, μετά από την εγκατάσταση ενός νέου πακέτου στην μνήμη του R απαιτείται να καλέσουμε και την αντίστοιχη βιβλιοθήκη προκειμένου να «αποκτήσουμε» πρόσβαση στις συναρτήσεις που αυτό περιλαμβάνει.

			Έτσι λοιπόν, προκειμένου να εγκαταστήσουμε και να χρησιμοποιήσουμε ένα πακέτο για πρώτη φορά απαιτείται η εκτέλεση των εξής εντολών:

			install.packages(“package_name”) 
π.χ. install.packages(“lpSolve”)
library(package_name) π.χ. library(lpSolve)

			ενώ αν έχουμε προηγουμένως εγκαταστήσει το πακέτο και επιθυμούμε να το καλέσουμε αρκεί η εκτέλεση της εντολής:

			library(package_name) π.χ. library(lpSolve)

			Στην  συνέχεια, ο τρόπος λειτουργίας των πακέτων, των βιβλιοθηκών αλλά των συναρτήσεων που αυτά περιλαμβάνουν θα γίνουν περισσότερο κατανοητά.

		

	
		
			ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ 6: Διανύσματα και Μήτρες με την χρήση του R

			6.1 Εισαγωγή

			Η ενότητα αυτή χρησιμοποιεί τα δεδομένα του ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ 3: Διανύσματα και Άλγεβρα Πινάκων: βασικές έννοιες και απώτερο σκοπό έχει να εξοικειώσει τον χρήστη με την χρήση του R. Αυτός είναι και ο βασικός λόγος που τα παραδείγματα θα βασιστούν σε αυτά του παραρτήματος, προκειμένου να γίνει σαφής η χρησιμότητα του λογισμικού τόσο από την πλευρά της ταχύτητας όσο και της ακρίβειας των υπολογισμών.

			6.2 Δημιουργία ενός αντικειμένου

			Το R σε μεγάλο βαθμό βασίζει την λειτουργία του στην δημιουργία αντικειμένων τα οποία αποθηκεύει στην μνήμη του και αυτό είναι και από τα βασικά του πλεονεκτήματα. Επίσης, θα πρέπει να αναφέρουμε ότι το R θα αποθηκεύσει το περιεχόμενο του αντικειμένου με το όνομα που του έχει δοθεί αλλά για λόγους οικονομίας χώρου στην οθόνη εργασίας, δεν θα μας δείξει το περιεχόμενο χωρίς να του το ζητήσουμε. Έτσι λοιπόν, ο χρήστης θα πρέπει να έχει κατά νου ότι προκειμένου να του δείξει το R το αποτέλεσμα ενός υπολογισμού θα πρέπει πάντα να του το εξειδικεύσει σωστά.

			Με τον όρο αντικείμενο (object) μπορεί να εννοηθεί οτιδήποτε μπορεί να πάρει αριθμητικό, αλφαριθμητικό ή περιεχόμενο χαρακτήρων. Η έννοια του αντικειμένου θα γίνει απολύτως κατανοητή στην συνέχεια.

			Για να παρουσιάσουμε την έννοια του αντικειμένου και ότι αυτό ορίζεται, θα χρησιμοποιήσουμε το R ως υπολογιστή τσέπης στον οποίο μπορούμε να κάνουμε αριθμητικές πράξεις. Είναι προφανές ότι στο περιβάλλον του R μπορούμε να ορίσουμε όλους τους αριθμητικούς τελεστές (+,-,*,/ κλπ.). Περισσότερα, στα παραδείγματα που ακολουθούν.

			Υποθέστε ότι θέλουμε να υπολογίσουμε το αποτέλεσμα της πρόσθεσης 2 αριθμών (ενός ακέραιου και ενός δεκαδικού) και να αποθηκεύσουμε το αποτέλεσμα σε ένα αντικείμενο που το ονομάζουμε result48. Η διαδικασία στο R49 είναι η εξής:

			result = 5 + 3.5 ; result

			Το αποτέλεσμα που θα εμφανιστεί στην κονσόλα του R είναι το ακόλουθο (Εικόνα Παραρτήματος 5.1):

			[image: ]

			Εικόνα Παραρτήματος 5.1 Αποτέλεσμα υπολογισμού στο R.

			ενώ το σύμβολο “;” χρησιμοποιείται προκειμένου να ξεχωρίσει τις εντολές μεταξύ τους.

			6.3 Διανύσματα

			6.3.1 Εισάγοντας ένα διάνυσμα

			Η εισαγωγή διανύσματος γίνεται ως εξής: 

			a = c(1,3,5,7,9) ;  a

			Το αποτέλεσμα που θα εμφανιστεί στην κονσόλα του R είναι το ακόλουθο (Εικόνα Παραρτήματος 5.2):

			[image: ]

			Εικόνα Παραρτήματος 5.2 Εισαγωγή διανύσματος στο R.

			Η συνάρτηση c(.) χρησιμοποιείται προκειμένου να συνδυαστούν τα αντικείμενα που είναι μέσα στις παρενθέσεις και προέρχεται από το “combine”.

			Εναλλακτικά, προκειμένου να δημιουργήσουμε την παραπάνω ακολουθία αριθμών θα μπορούσαμε να χρησιμοποιήσουμε την συνάρτηση seq( πρώτος αριθμός , τελευταίος αριθμός , by= αριθμός που δηλώνει το βήμα), δηλαδή:

			a = seq (1, 9, by=2) ;  a

			Το αποτέλεσμα που θα εμφανιστεί στην κονσόλα του R είναι το ακόλουθο (Εικόνα Παραρτήματος 5.3):

			[image: ]

			Εικόνα Παραρτήματος 5.3 Η χρήση της συνάρτησης seq(.).

			6.3.2 Ανάστροφο διάνυσμα

			Εφόσον το αρχικό διάνυσμα έχει ήδη εισαχθεί, ο υπολογισμός του ανάστροφου  διανύσματος γίνεται ως εξής: 

			Transpose_a = t(a) ; Transpose_a

			Το αποτέλεσμα που θα εμφανιστεί στην κονσόλα του R είναι το ακόλουθο (Εικόνα Παραρτήματος 5.4):

			[image: ]

			Εικόνα Παραρτήματος 5.4 Ανάστροφο διάνυσμα στο R.

			Προσέξτε την διαφορετική διάταξη των αριθμών. Σε αυτή την περίπτωση, έχουμε υπολογίσει ένα γραμμοδιάνυσμα με διαστάσεις 1 γραμμή και 5 στήλες. Ο συμβολισμός [1,4] δηλώνει, το στοιχείο που βρίσκεται στην πρώτη γραμμή και την τέταρτη στήλη, δηλαδή το 7.

			Για τα παρακάτω παραδείγματα θα χρειαστούμε τα διανύσματα  [image: ], [image: ] και [image: ], έτσι λοιπόν πρέπει να τα εισάγουμε στο R:

			a1 = c(11,62,33,93); a2 = c(44,95,66,13); a3 = c(23, 16,9,25)

			Το αποτέλεσμα που θα εμφανιστεί στην κονσόλα του R είναι το ακόλουθο (Εικόνα Παραρτήματος 5.5):

			[image: ]

			Εικόνα Παραρτήματος 5.5 Εισαγωγή διανυσμάτων στο R.

			6.3.3 Επιλογή στοιχείων που ικανοποιούν ένα κριτήριο50

			Έστω ότι ζητάμε από το R να ψάξει μέσα στο διάνυσμα α1, να βρει τα στοιχεία που είναι μεγαλύτερα από τον αριθμό 25 και στην συνέχεια να τα αποθηκεύσει μέσα σε ένα αντικείμενο που λέγεται y. Ο κώδικας για να γίνει το παραπάνω είναι ο ακόλουθος:

			y = which(a1>25, arr.in=T) ;  y

			Το αποτέλεσμα που θα εμφανιστεί στην κονσόλα του R είναι το ακόλουθο (Εικόνα Παραρτήματος 5.6):

			[image: ]

			Εικόνα Παραρτήματος 5.6 Επιλογή στοιχείων που πληρούν κάποιο κριτήριο.

			Το οποίο σημαίνει ότι τα στοιχεία του διανύσματος που ικανοποιούν το συγκεκριμένο κριτήριο  που έχει ενσωματωθεί στην συνάρτηση είναι το δεύτερο (62), το τρίτο (33) και το τέταρτο (93).

			6.3.4 Πρόσθεση διανυσμάτων

			Ας υποθέσουμε ότι θέλουμε να προσθέσουμε τα διανύσματα α1 και α2 και να αποθηκεύσουμε το αποτέλεσμα σε ένα νέο αντικείμενο που θα το ονομάσουμε α4.

			Η πρόσθεση διανυσμάτων γίνεται ως εξής (προσοχή στις διαστάσεις των διανυσμάτων, πρέπει να είναι ίδιες!)

			a4 = a1+a2; a4

			Το αποτέλεσμα που θα εμφανιστεί στην κονσόλα του R είναι το ακόλουθο (Εικόνα Παραρτήματος 5.7):

			[image: ]

			Εικόνα Παραρτήματος 5.7 Πρόσθεση διανυσμάτων στο R.

			6.3.5 Αφαίρεση διανυσμάτων

			Ας υποθέσουμε ότι θέλουμε να αφαιρέσουμε τα διανύσματα α1 και α2 και να αποθηκεύσουμε το αποτέλεσμα σε ένα νέο αντικείμενο που θα το ονομάσουμε α5. Αυτό γίνεται ως εξής:

			a5 = a1+a2; a5

			Το αποτέλεσμα που θα εμφανιστεί στην κονσόλα του R είναι το ακόλουθο (Εικόνα Παραρτήματος 5.8):

			[image: ]

			Εικόνα Παραρτήματος 5.8 Αφαίρεση διανυσμάτων στο R.

			6.3.6 Πρόσθεση (αφαίρεση) περισσότερων από 2 διανυσμάτων

			Ας υποθέσουμε ότι θέλουμε να προσθέσουμε τα διανύσματα α1 και α2 και α3 να αποθηκεύσουμε το αποτέλεσμα σε ένα νέο αντικείμενο που θα το ονομάσουμε α6. Αυτό γίνεται ως εξής:

			a6 = a1-a2-a5; a6

			Το αποτέλεσμα που θα εμφανιστεί στην κονσόλα του R είναι το ακόλουθο (Εικόνα Παραρτήματος 5.9):

			[image: ]

			Εικόνα Παραρτήματος 5.9 Αφαίρεση περισσότερων από 2 διανυσμάτων στο R.

			6.3.7 Πολλαπλασιασμός διανύσματος με βαθμωτό

			Ας υποθέσουμε ότι θέλουμε να πολλαπλασιάσουμε ένα βαθμωτό, παραδείγματος χάρη τον αριθμό 2 με το διάνυσμα [image: ]. Αυτό γίνεται ως εξής:

			b=2; a = c(5,2,1,0); ba=b*a; ba

			Το αποτέλεσμα που θα εμφανιστεί στην κονσόλα του R είναι το ακόλουθο (Εικόνα Παραρτήματος 5.10):

			[image: ]

			Εικόνα Παραρτήματος 5.10 Πολλαπλασιασμός διανύσματος με βαθμωτό στο R.

			Προσέξτε ότι προκειμένου να εισάγουμε ένα καινούργιο στοιχείο (εδώ το βαθμωτό 2) δημιουργήσαμε ένα νέο αντικείμενο, το b. Παρότι θα μπορούσαμε να πολλαπλασιάσουμε το διάνυσμα με τον αριθμό 2 χωρίς να το έχουμε ορίσει ως αντικείμενο προηγουμένως, η χρήση των αντικειμένων ενδείκνυται στις περισσότερες περιπτώσεις.

			6.3.8 Εσωτερικό γινόμενο δύο διανυσμάτων

			Ας υποθέσουμε ότι θέλουμε να βρούμε το εσωτερικό γινόμενο των διανυσμάτων α1 και α2. Αυτό γίνεται ως εξής:

			inner_product = a1%*%a2; inner_product

			Το αποτέλεσμα που θα εμφανιστεί στην κονσόλα του R είναι το ακόλουθο (Εικόνα Παραρτήματος 5.11):

			[image: ]

			Εικόνα Παραρτήματος 5.11 Εσωτερικό γινόμενο διανυσμάτων στο R.

			6.4 Πίνακες και ορίζουσες

			6.4.1 Εισάγοντας έναν πίνακα

			Η εισαγωγή μητρών στο R γίνεται με την αντίστοιχη συνάρτηση η οποία έχει συγκεκριμένα ορίσματα τα οποία είναι: τα στοιχεία που αποτελούν την μήτρα, ο αριθμός των γραμμών, ο αριθμός των στηλών και ένα επιπλέον όρισμα το οποίο δηλώνει τον τρόπο με τον οποίο ζητάμε από το R να δημιουργήσει την μήτρα. 

			Ας υποθέσουμε ότι θέλουμε να εισάγουμε την εξής μήτρα στο R,[image: ] . Αυτό γίνεται ως εξής:

			A = matrix(c(2,1,3,5), nrow=2, ncol=2, byrow=TRUE); Α
ή
A = matrix(c(2,1,3,5), 2, 2, byrow=TRUE); Α

			Οι δύο διαφορετικοί τρόπο εισαγωγής μητρών είναι ισοδύναμοι και ως εκ τούτου, το αποτέλεσμα θα είναι πανομοιότυπο.

			Το αποτέλεσμα που θα εμφανιστεί στην κονσόλα του R είναι το ακόλουθο (Εικόνα Παραρτήματος 5.12):

			[image: ]

			Εικόνα Παραρτήματος 5.12 Εισαγωγή πίνακα στο R.

			Προσοχή: 

			Στην περίπτωση που αγνοήσουμε την σημασία του ορίσματος “byrow=TRUE”, και θέσουμε “byrow=FALSE”,τότε το αποτέλεσμα είναι διαφορετικό. Η περίπτωση αυτή φαίνεται παρακάτω (Εικόνα Παραρτήματος 5.13): 

			[image: ]

			Εικόνα Παραρτήματος 5.13 Εισαγωγή πίνακα με αλλαγμένες τις διαστάσεις στο R.

			Η διαφορά μεταξύ των δύο είναι ότι στην πρώτη περίπτωση, (“byrow=TRUE”) η μήτρα δημιουργείται κατά γραμμή ενώ στην δεύτερη κατά στήλη.

			6.4.2 Επιλογή στοιχείων από έναν πίνακα που βρίσκονται σε συγκεκριμένες θέσεις

			Ας υποθέσουμε ότι θέλουμε να αναφερθούμε σε κάποιο συγκεκριμένο στοιχείο μιας μήτρας το οποίο προσδιορίζεται από τον αριθμό γραμμής και τον αριθμό στήλης της μήτρας. Έστω λοιπόν ότι θέλουμε να δούμε ποιο στοιχείο βρίσκεται στην δεύτερη γραμμή και στην πρώτη στήλη της μήτρας Α. Αυτό γίνεται ως εξής:

			A[2,1]

			Το αποτέλεσμα που θα εμφανιστεί στην κονσόλα του R είναι το ακόλουθο (Εικόνα Παραρτήματος 5.14):

			[image: ]

			Εικόνα Παραρτήματος 5.14 Επιλογή στοιχείων που βρίσκονται σε συγκεκριμένες θέσεις του πίνακα στο R.

			Προσοχή: Μέσα στις αγκύλες πρέπει να εισάγουμε πρώτα τον αριθμό της γραμμής και έπειτα αυτόν της στήλης, δηλαδή στο παραπάνω παράδειγμα Α[αριθμός γραμμής, αριθμός στήλης]

			6.4.3 Επιλογή συγκεκριμένης γραμμής (στήλης) από έναν πίνακα

			Ας υποθέσουμε ότι θέλουμε να επιλέξουμε μόνο κάποια γραμμή ή μόνο κάποια στήλη από την μήτρα Α. αυτό γίνεται ως εξής:

			
					Για την επιλογή της δεύτερης γραμμής της μήτρας Α:

			

			A[2,]

			
					Για την επιλογή της πρώτης στήλης της μήτρας Α:

			

			A[,1]

			Το αντίστοιχα αποτελέσματα που θα εμφανιστούν στην κονσόλα του R είναι τα ακόλουθα (Εικόνα Παραρτήματος 5.15):

			[image: ]

			Εικόνα Παραρτήματος 5.15 Επιλογή συγκεκριμένης γραμμής και στήλης ενός πίνακα στο R.

			6.4.4 Ανάστροφος πίνακας

			Ας υποθέσουμε ότι θέλουμε να υπολογίσουμε την ανάστροφη μήτρα της Α και να την αποθηκεύσουμε σε ένα νέο αντικείμενο. Αυτό μπορεί να γίνει χρησιμοποιώντας την συνάρτηση [image: ] (transpose) ως εξής:

			B = t(A); B

			Το αποτέλεσμα που θα εμφανιστεί στην κονσόλα του R είναι το ακόλουθο (Εικόνα Παραρτήματος 5.16):

			[image: ]

			Εικόνα Παραρτήματος 5.16 Ανάστροφος  πίνακας στο R.

			6.4.5 Έλεγχος για Ισότητα πινάκων

			Ας υποθέσουμε ότι θέλουμε να εξετάσουμε αν οι μήτρες [image: ] και [image: ]είναι ίσες. Αυτό γίνεται ως εξής:

			A = matrix(c(2,1,2,3,1,0,7,9),nrow=2,ncol=4,byrow=T)
B = matrix(c(2,1,2,3,1,0,7,9),nrow=2,ncol=4,byrow=T)
all(A==B)

			Το αποτέλεσμα που θα εμφανιστεί στην κονσόλα του R είναι το ακόλουθο (Εικόνα Παραρτήματος 5.17):

			[image: ]

			Εικόνα Παραρτήματος 5.17 Έλεγχος για ισότητα πινάκων στο R.

			Το αποτέλεσμα “TRUE” μας πληροφορεί ότι όντως οι μήτρες αυτές είναι ίσες. Σε περίπτωση που έστω και ένα στοιχείο, στην αντίστοιχη θέση, δεν είναι ίσο μεταξύ τους, τότε το αποτέλεσμα που θα μας επέστρεφε το R,  θα ήταν “FALSE”.

			6.4.6 Πρόσθεση πινάκων51

			Ας υποθέσουμε ότι θέλουμε να προσθέσουμε τις μήτρες [image: ],[image: ]και να αποθηκεύσουμε το αποτέλεσμα σε μια νέα μήτρα. Αυτό γίνεται ως εξής:

			A = matrix(c(2,1,2,3,1,0,7,9),nrow=2,ncol=4,byrow=T)
B = matrix(c(2,1,2,3,1,0,7,9),nrow=2,ncol=4,byrow=T)
C = A + B

			Το αποτέλεσμα που θα εμφανιστεί στην κονσόλα του R είναι το ακόλουθο (Εικόνα Παραρτήματος 5.18):

			[image: ]

			Εικόνα Παραρτήματος 5.18 Πρόσθεση πινάκων στο R.

			Προσοχή στις διαστάσεις των πινάκων!

			6.4.7 Πολλαπλασιασμός πίνακα με βαθμωτό

			Ας υποθέσουμε ότι θέλουμε να πολλαπλασιάσουμε ένα βαθμωτό, παραδείγματος χάρη τον αριθμό 2 με την μήτρα C που υπολογίσαμε παραπάνω. Αυτό γίνεται ως εξής:

			D = b * C ; D

			Το αποτέλεσμα που θα εμφανιστεί στην κονσόλα του R είναι το ακόλουθο (Εικόνα Παραρτήματος 5.19):

			[image: ]

			Εικόνα Παραρτήματος 5.19 Πολλαπλασιαμός πίνακα με βαθμωτό στο R.

			Προσέξτε ότι δεν ορίσαμε εκ νέου το βαθμωτό b καθώς το R το έχει κρατήσει στην μνήμη του. Απλώς, χρειάστηκε να το ανακαλέσουμε!

			6.4.8 Πολλαπλασιασμός πινάκων

			Ας υποθέσουμε ότι θέλουμε να πολλαπλασιάσουμε τις μήτρες[image: ],[image: ] και να δημιουργήσουμε μια νέα μήτρα την C1. Αυτό γίνεται ως εξής:

			A1 = matrix(c(2,1,3,5,4,6),nrow=2,ncol=3,byrow=T); A1
B1 = matrix(c(2,1,3,5,2,2),nrow=3,ncol=2,byrow=F); B1
C1=A1%*%B1; C1

			Το αποτέλεσμα που θα εμφανιστεί στην κονσόλα του R είναι το ακόλουθο (Εικόνα Παραρτήματος 5.20):

			[image: ]

			Εικόνα Παραρτήματος 5.20 Πολλαπλασιαμός πίνακων στο R.

			6.4.9 Υπολογισμός ορίζουσας ενός πίνακα

			Ας υποθέσουμε ότι θέλουμε να υπολογίσουμε την ορίζουσα της μήτρας [image: ]. Αυτό γίνεται με την χρήση της συνάρτησης [image: ] (“determinant”) ως εξής52:

			A3=matrix(c(5,6,7,8),nrow=2,ncol=2,byrow=T); A3
det(A3)

			Το αποτέλεσμα που θα εμφανιστεί στην κονσόλα του R είναι το ακόλουθο (Εικόνα Παραρτήματος 5.21):

			[image: ]

			Εικόνα Παραρτήματος 5.21 Υπολογισμός ορίζουσας στο R.

			6.4.10 Υπολογισμός του Αντίστροφου ενός Πίνακα

			Ας υποθέσουμε την μήτρα [image: ], να βρείτε την[image: ]. Αυτό γίνεται με την χρήση της συνάρτησης [image: ] ως εξής:

			A4 = matrix(c(1,2,3,5,7,4,2,1,3), nrow=3, ncol=3,byrow=T)
solve(A4)

			Το αποτέλεσμα που θα εμφανιστεί στην κονσόλα του R είναι το ακόλουθο (Εικόνα Παραρτήματος 5.22):

			[image: ]

			Εικόνα Παραρτήματος 5.22 Υπολογισμός αντιστρόφου πίνακα στο R.

			

			
				
					48  Παρότι είναι δυνατή η χρήση ελληνικών χαρακτήρων (με την κατάλληλη ρύθμιση) στο R, είναι σκόπιμο να προτιμώνται οι λατινικοί χαρακτήρες για λόγους που θα γίνουν κατανοητοί στην συνέχεια.

				

				
					49  Θεωρείται δεδομένη η χρήση των scripts όπως περιγράφηκε σε προηγούμενη ενότητα για τους λόγους που αναφέρθηκαν.

				

				
					50  Η ίδια εντολή εφαρμόζεται και στην περίπτωση που έχουμε μήτρα αντί για διάνυσμα και λειτουργεί με τον ίδιο ακριβώς τρόπο.

				

				
					51  Αντίστοιχα, ορίζεται και η αφαίρεση των πινάκων με την προϋπόθεση ότι και σε αυτή την περίπτωση πληρούνται τα κριτήρια σχετικά με τις διαστάσεις.

				

				
					52  Με την ίδια συνάρτηση υπολογίζεται και η ορίζουσα μητρών μεγαλυτέρων διαστάσεων.
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> cvec=c(3,2)

> bvec=c(100,80,40)

> A=matrix(c(4,2,1,3,1,0),nrow=3,ncol=2, byrow=T)
> LP3 = solvelP(cvec, bvec, A, maximum = T)

> print (LP3)
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> library(linprog)
> cvec = c(1,1) ; bvec = c(150) ; A = matrix(c(2,1), nrow=l, nco:
> LP = solvelP (cvec,bvec, A, maximun=T) ; print (LP)
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Success: the objective function is 400
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> cvec=c(40,100)
> bvec=c(20,12)

> A=matrix(c(2,4,1,3),,nrow=2,nco!
>

>

., byrow=T)

LB=s0lvelP (cvec, bec, A, maximun=T)
print (LP)
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> library(lpSolve)
> cvec=c(40,100)

> bvec=c(20,12)

> A=matrix(c(2,4,1,3) ,nrow=2,ncol=2, byrow=T)
> constr.air=c(nc=", mc=m)

> Lp=1p ("max",cvec, A, constr.dix,bvec) ; LB
Success: the obijective function is 440
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> names (Sensitivity)=c("Value of Objective Function","Quantity of X1","Quantity of X2","Change");Sensitivity|

Value of Objective Function Quantity of X1 Quantity of X2 Change
1 440 6 2 initial LP
2 450 7.5 1.5 Increase lst constraint
3 430 4.5 2.5 Decrease 1st constraint
4 460 4 2 Increase 2nd constraint
5 420 8 1 Decrease 2nd constraint
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> lp.transport (cost.mat,"min", row.signs,row.rhs,col.signs,col.rhs)Sobjval

(11 7760

> 1p.transport (cost.mat, "min", row.signs,Tow.zhs,col.signs, col.rhs, compute. sens=1) $solution
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> A3=matrix(c(5,6,7,8) ,nrow=2,ncol=2,byrow=T); A3
L1 2]

i 5 6

2,1 7 8

> det (A3)

1] -2
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> library(linprog)

> cvec = ¢(100,120,90,80) ; bvec = (100,100,11000,7000;

> A = matrix(c(1,0,1,0,0,1,0,1,500,650,0,0,0,0,400,350), nrow=4, ncol=¢, byrow=T|

> LP = solveLP(cvec,bvec, A, maximun = F, CORST.dir = ("<=","<=",">=", ">=7), 1pSolve=T, solve.dual=T); print(LP)

Results of Linear Programming / Linear Optimization
(using 1pSolve)

Objective function (Minimum): 3605.77

solucion
opt
1 0.0000
2 16.9231
5 17.5000
2 0.0000
Constraints
actual dir bvec  free aual
1 17.s000 100 £2.5000 0.000000
> 16.9231 100 £3.0769 0.000000
5 11000.0000 >= 11000 0.0000 0.184615
4 7000.0000 >= 7000 0.0000 0.225000
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> solvelF(cvec,bvec, A, T, 1pSolve=T, solve.dual:
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) $status)
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library(Rglpk)

cvec=c(3,1,3) ; A=matrix(c(-1,2,1,0,4,-3,1,-3,2),nrow=3,ncol=3, byrow=T)
diz=g("<=", "<=","<=") ; bvec=c(4,2,3)

types=c("I", "C","I") ; max=TRUE

> Rglpk_solve LP(cvec, A, dir, bvec, types=types, max=max)

Soptimum

11 26.75

VvV

Ssolution
[1] 5.00 2.75 3.00

sstatus
1] o
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> Results= rbind(c(440,6,2,"initial LP"),c(450,7.5,1.5, "Increase lst constraint"),c(430,4.5,2.5, "Decrease lst constraint")
+ c(460,4,2,"Increase 2nd constraint"),c(420,8,1,"Decrease 2nd constraint™))
> Results= rbind(c(440,6,2,"initial LP"),
[+ c(450,7.5,1.5,"Increase 1st constraint”)
[+ c(430,4.5,2.5,"Decrease 1st constrainc”)
[+ c(460,4,2,"Increase 2nd constraint")
[+ c(420,8,1,"Decrease 2nd constraint")
> Results
L1 L2 L3 L4

[1,] "440" "6" "2"  "initial LP"
[2,] "450" "7.5" "1.5" "Increase 1st constraint"
[3,] "430" "4.5" "2.5" "Decrease 1st constraint"
[4,] "460" "4"  "2"  "Increase 2nd constraint"
[5,] "420" "8" "1" "Decrease 2nd constraint"
> Sensitivity=as.data.frame (Results) ;Sensitivity

vLoV2 V3 Ve
1440 6 2 initial LP
2 450 7.5 1.5 Increase 1st constraint
3 430 4.5 2.5 Decrease 1st constraint
4 460 ¢ 2 Increase 2nd constraint
5420 & 1 Decrease 2nd constraint
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> A=matrix(c(2,1,2,3,1,0,7,9),nrow=2,ncol=4, byrow=T)
> Bematrix(c(2,1,2,3,1,0,7,9) ,nrow=2,ncol=4, byrow=T)
> all(a==5)

[1] TRUE
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> solvelF (cvec,bvec, A, T, 1pSolve=T, solve.dua
[1] TRUE

) Smaximum
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1librazy (1inprog)
cevec=c(s,3.5)

bvec=c (100,80, 40)
A=matrix(c(2,1,1,1,1,0),,nrow=3,ncol=2, byzow=T)
LP1 = solveLP(cvec, bvec, A, maximum = T)
print (LP1)

Results of Linear Programming / Linear Optimization
Objective function (Maximum): 310

Iterations in phase 1: 0
Iterations in phase 2: 2
Solution

apt
120
2 &

Basic Variables

opt
120
2 &
53 20
Constraints

actual dir bvec free dual dual.reg
1 100 <= 100 0 1.5 20
2 0 <= 8 0 2.0 20
B 20 <= 20 20 0.0 20

211 Variables (including slack variables)

opt cvec min.c max.c marg marg.reg
1 20 5.0 3.5 7.0 WA Y
2 60 3.5 2.5 5.0 WA A
51 0 0.0 -Inf 1.5 -1.5 20
52 0 0.0 -Inf 2.0 -2.0 20
S3 20 0.0 -2.0 1.5 0.0 NA
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1ibrary(linprog)
cvec = ¢(3,2)

bvec = ©(100,80,40)

A = matrix(c(2,1,1,1,1,0),nrow=3,nco;
LP = solvelP(cvec, bvec, A, maximum=T)
print (LP)

., byrow=T)

Results of Linear Programming / Linear Optimization|
Objective function (Maximum): 180

Iterations in phase 1: 0
Iterations in phase 2: 2
Solution
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> cvec = c(1,1) ; bvec = c(150) ; A = matrix(c(2,1), nrow=l, nco:
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> library(linprog)

> cvec = (3,2,4) ; bvec = c(100,80,40

> A = matrix(c(2,1,1,1,1,2,1,0,0) ,nrow=3,ncol=3, byrow=T;
> LP¢ = solvelP(cvec, bvec, A, maximum=T) ; print (LP4)
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> library(linprog)

> cvec=c(960,400,420)

> bvec=c(15000,9500)

> hematrix (c(8,4,4, 8,2, 3) ,nrow=2, ncol=3, byraw=T)

> dual=solveLP (cvec, bvec, A, maximum=F, const.dir=c(">=", ">=") IpSolve=T, solve,dual=T)
> print (dual)
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